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voorwoord
Beste examenkandidaat,
Voor je ligt de geheel vernieuwde Samengevat, aangepast aan de exameneisen van 2018.

Alle onderwerpen die in de examens aan de orde komen, worden in dit boek kort en systema-
tisch weergegeven.

In het eerste hoofdstuk wordt de algebra (het rekenen met letters) behandeld. In de hoofd-
stukken 2t/m 7 worden alle soorten functies, differentiéren, integreren, meetkunde, parame-
tervoorstellingen en cirkels behandeld. De grafische rekenmachines worden in hoofdstuk 8
(Texas Instruments) en hoofdstuk 9 (CASIO) samengevat.

De theorie van elk onderwerp wordt op de linkerbladzijde besproken. Hoofd- en bijzaken
worden onderscheiden waardoor je inzicht krijgt in de grote lijnen van de stof en in de samen-
hang tussen de verschillende onderwerpen.

Op de rechterbladzijde staan de vragen die aansluiten bij de theorie van de linker bladzijde.
Direct na iedere vraag volgt het antwoord. Je kunt dus direct nagaan of je de theorie van de
linker bladzijde begrepen hebt en of je de stof beheerst.

Elk hoofdstuk eindigt met een korte samenvatting op de linkerpagina’s en enkele denkacti-
viteiten op de rechterpagina’s. Deze denkactiviteiten zijn complexere opgaven waarin je zelf-
standig meerdere denkstappen moet nemen om het probleem op te lossen. Ook hier staan de
oplossingen direct na de opgaven. Deze denkactiviteiten sluiten goed aan bij de opgaven van de
schoolexamens en het centraal examen.

Met Samengevat bereid je je zelfstandig voor op het examen. Hoewel alle onderwerpen in dit
boek tot de lesstof voor het centraal examen behoren, wordt kennis hiervan voor een deel ook
op het schoolexamen getoetst. Om die reden en omdat Samengevat een uitgebreid trefwoor-
denregister bevat, is dit boek ook al goed bruikbaar in 5-VWO.

Gecombineerd met de Examenbundel VWO wiskunde B vormt deze Samengevat de beste voor-
bereiding op je examen: de theorie vind je in Samengevat en je oefent met de opgaven uit de
Examenbundel!

Samengevat en Examenbundel zijn naast elke methode te gebruiken.

Heb je opmerkingen? Meld het ons via vo@thiememeulenhoff.nl.

Amersfoort, april 2017



hoe werk je met dit boek?

In SAMENGEVAT vormen linker- en rechterbladzijde een geheel. De begrippen die links kort worden
weergegeven, worden rechts nader toegelicht (door voorbeeldvragen).

LINKERBLADZIJDE

Op de linkerbladzijde staan boomdiagrammen die de onderlinge relaties van begrippen laten zien.
De linkerbladzijde dient als een checklist om snel na te gaan of de genoemde onderwerpen bekend zijn.

dit is het hoofdbegrip — vergelijking van lijn opstellen y=rx+p

begrip van 1° orde, geeft toelichting eerste manier

op vergelijking van lijn opstellen — M twee punten zijn gegeven P(a, b) en Q(c, d)
cursieve tekst geeft de relatie met - in twee stappen

de volgende opsomming aan _ g_}’O_}’P _d-b .
Hr= Ax Xq-Xp c-a berekening

richtingscoéfficiént

begrip van 2° orde, geeft informatie — M P(a,b) iny=rx+pinvullen om p te berekenen
als twee punten gegeven zijn of y — b = r(x — a) uitwerken

geeft meteen de vergelijking

begrippen van 3° orde zijn ook of beide punten gebruiken
mogelijk: geven toelichting op M vul P(a, b) en Q(c, d) in de vergelijkingy =rx+pin;
begrip van 2¢ orde er ontstaan 2 vergelijkingen met 2 onbekenden

tweede manier
B uit grafiek y=rx+p
twee mogelijkheden
H snijpunt met verticale as is (0, p) en bepaal met behulp van
grafiek richtingscoéfficiént r
M lees twee punten af uit de grafiek P(a, b) en Q(c, d) en bereken

de vergelijking met behulp van deze twee punten

RECHTERBLADZIJDE

Op de rechterbladzijde vind je nadere informatie die je nodig hebt als de begrippen links
onvoldoende bekend zijn.

Bij wiskunde B bestaat de toelichting in hoofdzaak uit opgaven voorzien van voorbeelduitwerkingen.

Hier vind je een voorbeeldvaneen — vergelijking van een lijn opstellen als twee punten gegeven zijn

vraagstuk over een onderwerp links. - Bepaal een vergelijking van de lijn door de punten (1,8) en (3,~1)
. -1-8 -9
- eerste manier: rc_B’—_l_T__4E
De vraagstelling is altijd cursief. y= —4%x +bbv. (1,8) invullen geeft 8 = —4%- 1+bdusb= 12%
- vergelijking wordt: y = —4%x+ 12%
-1-8_-9_ 1

3.1 -2 4

bv. (1,8) invulleniny - b = —4%(x -a) geeft y-8= —4%(x -1)
1 1

vergelijking wordt: y = _45)( + 125

- tweede manier: rc =
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begrippen en relaties

Algebra’l'sche vaardigheden rekenen zonder rekenmachine

berekening en afronding bij verschillende manieren van vraagstelling

H los algebraisch op, bereken exact, los exact op
B bereken je antwoord altijd zonder rekenmachine en geef de tussenstappen

m geef een exact antwoord eventueel met een wortel of breuk
l, V3, men ein het antwoord laten staan, dus niet benaderen

%is niet hetzelfde als 0,5 (want 0,5 is een getal tussen 0,45 en 0,549999...)

M bereken, los op, benader ook de grafische rekenmachine mag gebruikt worden
B antwoord benaderen reken met de niet-afgeronde getallen en rond pas af aan het
eind van de berekening.
M rekenen en volgorde van bewerking
voorbeeld: bereken 3(23-3+5-2-12:4-V9)-12=
H eerst binnen haakjes de uitkomst berekenen

m machtsverheffen en/of worteltrekken 3(8-3+5:-2-12:4-3)-12=
m vermenigvuldigen en/of delen 3-(24+10-9)-12=
m optellen en/of aftrekken 3-(25)-12=
m geeft 3-(25)-12=75-12=63
b . . " iy teller
reuken gelijknamig maken schrijf als één breuk, dus als 555rar
C_AD  BC _AD+BC 1,1_B A _A+B 1 1 A_1+A
mg * BD YAtB aBTABT AB " atlTATATTA

B"D BD BD

C C A B_C+A-B
WATB=atTA " a
B_A B_A-B . . .g.1_p.A
IA-E-I-E— C maar is ook te schrijven als A - B C—B C
A C_A-C
"B D BD
m-A-a g =%-%-AT delen door een breuk is vermenigvuldigen met z’n omgekeerde

(c)

breuken vereenvoudigen door boven en onder door hetzelfde getal te delen

A-C_A-C_C <A+C )
| A B X B B 2B S niet te vereenvoudigen

A>-B-C* _A-A-A-B-C*_K-AK-A-RB-C_A-C
A2.B3 A-A-B-B-B_ A-A-B-B-B B2
A2+AB_A-(A+B) A-(A+B) A+B
A2.B A-A-B K-A-B A-B
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1.2

toelichting

herschrijf onderstaande opgaven tot één breuk zonder rekenmachine

3.1 2 3 1 2 24x 5
a 2+l ¢ 1l5:5= e 3ttt 9 3x+1x-1"
2_3_ SRS 2 3+5x, 3x+5 2 ..
b 1g-5= d x+2= f x x2+1+2_ h g —x+1=
3 3.1_,.35 1-4_, 15 4 .19
a 24+1§—2+1+Z §—3+4'5+5‘ 3+20+20 20
b 12_3_11-5_3-9_55_ 27 _28
9 5 9.5 5.9 45 45 45
. teller 2 3_11 3_33_11
¢ herschrijven tot - 5rar (zonder getallen er voor): 1§ T=9 '5-25°15
3 3, 2x _3+2x
d ¥+2=%+% "%

2 2
% 3-5x%,1-x,2-5_15x%+x+10

e nieuwe noemer wordt 5x* dus 3+—+ = > o 5= o
X 5x° b5x 5X

5X 5x

£ 5 2.3E5% 5 x? (3+5x) 2(Xz+1)=3x2+5x3 2x*+2 _5x> +5x%+2
x2+1 1 x2+1 x?+1 x2+1 x2+1 x2+1
2+4x . 5 _(+x)x-1)+50B8x+1) x2+16x+3
8 3x+1 x-1  (Bx+1)x-1)  (Bx+1)x-1)
h3XE5 2, 3x+5 P+l (x+5) 1+(X*+1)(A-X) _xP-ax’+2x+9
4-x 4-x 1 4-x 4-x

schrijf als één breuk en vereenvoudig zo ver mogelijk

2 1
1y 12a%-b-c3 x*t3
2 e b f 2.5
45 x*3
a
1+92
b 4a* 3a’+b x\/ 1
b - 4 4. - 1-X <_)=
4+§ b®> a’-b-c f < )’> xX=y
2 (11 a b.a a+b
al_§=<9>=£_i 55 5 Y“b_b'b_ b _atb _d _d-(a+h)
27722\ 9 227198 18 4.C 4d _c 4d+c b 4d+c b-(4d+o)
% (%) d a%d ~a
12a°-b-c? 2¢> _3a , 2c®_3a+2c?
¢ 3t i, taTataT a
g 4a° 3a°+b _4a®-(3a’+b) _12a*+4a’-b_a®-(12a°+4b) 12a°+4b
b®> a*-b-c b (a®b-o a®-b*-c as-b*-c a-b*-c
1. 3x (1+3x
. §+7=< X )=1+3x. x _X(1+3x) 1+3x
2 5x <2+5x) X  2+5x x(2+5x) 2+5x
X X X
) B3 ()
Y)\X=y) Y Y)A\X=Y Y I\X=Y) yx-y) ylx-y) ylx-y) Y




begrippen en relaties algebraische vaardigheden

breuken kruislings vermenigvuldigen

| %=% herschrijventot A-D=B-C mitsB# 0énD=0

rekenen met tweedemachtswortels

B VA=A alsA>0

B VAZ=-A alsA<0O

M VA-B=VA:-VB mitsA>0énB>0

W VA%.B=VA?-VB=A-VB mits A>0én B>0;als het getal onder het wortelteken te
delen is door een kwadraat, dus door 4, 9, 16, 25, 36, 49, .... dan kun je de wortel
vereenvoudigen:

voorbeelden
mVIB=V92=v9-vV2=V32-v2=3V2
BVA-x=V4-Vx=2-VX
V8- x3=Va-2.x2 x=Va-x2-2-x=VE- Vx> VZx = 2x V2x
B VA +B is niet te vereenvoudigen want VA+B = VA + VB

I\/7 —m|t5A>0enB>0

B wortel wegwerken uit de noemer

miA= £ VA VB_VAB_ \/_ l-mmitsAZOénB>0

B VB VB VB B?
voorbeeld herschrijf tot een vorm zonder wortel in de noemer

3_V3_V3 V7 _V3-7_V21_1.
7\/_\/_\/—\/_77\/ﬁ

l— vermenigvuldig teller en noemer met VB + D
VB -D g g
A VB+D_(VB+D)-A_(VB+D)-A

VB-D VB+D (yB)?-p?  B-D>

A . .
] vermenigvuldig teller en noemer met VB - D
VB +D gvuidie
A VB-D (\/E—D)'A_(\/E—D)-A

VB+D VB-D (yB)?-p? B-D?

mb-VA+c-VA=(b+c)- VA
B VA +B=C wortel wegwerken

B wortel isoleren VA=C-8
m kwadrateer om de wortel weg te werken (VA)® = (C-B)? dus A=(C-B)>
m controleer het antwoord in de wortelvergelijking

rekenen met wortels

4 1 2
B VAP = A7 bijvoorbeeld: ¥x = x3;V/x = x5; \/i_—x S enA-VAP =AL. AT =A%
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14

15

toelichting 9

vereenvoudig zo ver mogelijk en schrijf het antwoord zonder wortelteken in de noemer
a 2V8+3V50= b 2V7-5V35= c V5+v3=

2 _ 3 2\ V2
4 \35= € J5+2 1 (73) 9 53

a 2vV8+3V50=2vV4-2+3V25-2=2V4-V2+3V25-V2=2-2V2+3-5V2=4V2+15V2
=19-v2
b 2v7 -5v35 =10V245 = 10V49 - V5 =10V72-vV5 =107 - V5 = 70V5

V5 + V3 =kan niet verder vereenvoudigd worden

[22 vi7 V5 _v85 _1 o
3— \/? \/, \/, s T—S\/ﬁ (85 is niet te delen door 4, 9, 26, 25, ... dus het

antwoord is niet verder te vereenvoudigen.)

3 v5-2_3(/5-2)_

(@]

oy

€ T3 veoa- 5-4 3(V5-2)=3V5-6
2 \? 4 4  14+6V5_56+24V5 _56+24V5 .1 .1
t (53) “semro 1o 68 LarerR 106365 15 =3+13%
V2 V5-V3_VI0-V6 _VI0-V6 _1 - 1
8 5+vs vs—va_ 5.3 -~z 210736

ga na welke functies hetzelfde zijn

h(x) = Vax-16 k(x)=2Vx=4 p(x) = Vax - V16
mx)=2-Vx2—6x+9 I(x)=0,5V8x - 32 n(x) = Vax-12

Herschrijf de functies en controleer welke formules hetzelfde zijn.

h(x) = Vax-16 = Va(x-4) =V4 - Vx-4=2Vx- 4

kix)=2Vx-4=v4 -Vx-4=Vax-16

p(x) = Vax - V16 # h(x) want va + Vb # Va+b

m(x) =2 Vx?-6x+9= 2-4\/()(—3)2 =2 (x—3)%dus

mx)=2-Ix-312= V4 - \/]x- 3] = /[ax - 12|

I(x) = /0,52 - V8x =32 =1/0,25 - V8x-32 = V2x - 8

n(x) = y/(4x — 12)

Conclusie: h(x) = k(x) en m(x) = n(x) mits x >3

Controleer je antwoord door de grafieken op de grafische rekenmachine te plotten;

grafieken die hetzelfde zijn, vallen samen.

werk de haakjes uit en schrijf zo eenvoudig mogelijk

a Vox?= b Viéx = ¢ BB+vx) =
a Vox>=v9-Vx?=3-|x|

b VIex=V16-Vx=2-Vx want 2*=16

{8+ vx) = @+ vR)? =4+ 4VR +x

(@]




begrippen en relaties algebraische vaardigheden

rekenen met letters zie ook hoofdstuk 3
optellen van dezelfde vormen, let op dat de machten en de letters hetzelfde zijn
M A*+A%=2-A% en 5A+7A=12A
m5-A%-B>.C+7-A%-B>.C=12-A*-B%-C
mA?-B-C+7A?-B3-C kunnen niet worden samengenomen
m A%+ AenA+ABkunnen niet worden samengenomen
vermenigvuldigen, delen, machtsverheffen (zie ook H3 exponentiéle functies)
HA°=1enA'=A
W AP - A%=APY bijvoorbeeld A3-A*=A-A-A-A-A-A-A=A7
A® _KKK-A-A
A3 KKK
[ | %:A"’ bijvoorbeeld %=A'4

P
A e bijvoorbeeld =A?
A9

B (47)7= APY bijvoorbeeld (4%)° =A% A%. A% =A%3 = A2
M (A-B)P = A B” bijvoorbeeld (A-B)?=A3.B3

1 1
B A*=VA = VA bijvoorbeeld o2 o yg=3

1 1
B A"=VA bijvoorbeeld A6 =VA

4 2
B A7=VAP bijvoorbeeld A(S) =Va?
bijzondere producten
B (A+B)?=A%+ 24B+B?

M (A-B)?=A%-2AB+B?
B (A+B)(A-B)=A%-B?

m dit merkwaardige product wordt gebruikt om wortels uit de noemer weg te werken

1 va-vb__ va-vb

_va-vb

bijvoorbeeld

1 = . =
va+vb va+vb va-vb (yg)2-(vp)’

" a-b

m of om factoren zichtbaar te maken bij het herschrijven van formules, bijvoorbeeld

5a-5b_  5-(a-b) 5

a?-b2 (a=b)-atb) (@+p "arb

M (A+B(C+D)=A-(C+D)+B-(C+D)=AC+AD+BC+BD

10



1.6

1.7

toelichting

ga na welke functies hetzelfde zijn

x3-2x*-3x
Sfx) = (x+1)(x - 3) gx)=——— o(x) = 2——+5
3. 2x o1 3x°+6x+3 _
ix) =% +2 J(X)_7x+1 p(x)=3x+3
_3+2x 5 _3x%+x+3
mxieSe A=Ay ) ===3T

Herschrijf de functies en controleer welke formules hetzelfde zijn.
flx)=x*-2x-3

2
x(x“-2x-3
g(x)=¥=x2—2x—3mitsx¢0
_ 7 _2(x+5) 7 _2x+3
o= 2= X+5 (x+5) X+5 Xx+5
. . 2
i(x) = §+§_5 3+2x X _15+2x

X 5 5x 5x 5x

3x2+6x+3_30*+2x+1) 3(x+1)?
x+1 x+1 T ox+1

jx) = =3(x+1)=3x+3mitsx#—1

3+2x _2x+3
X+5 x+5

m(x) =

5 _(Bx-2)x+1) 5 3x*+x+3_

n(x)=3x—2+x+1- (x+1) x+1  x+1 =ql)

Conclusie: f(x) = g(x) mits x # 0, o(x) = m(x), n(x) = g(x) en j(x) = p(x) mits x # -1

Controleer je antwoord door de grafieken op de grafische rekenmachine te plotten;

grafieken die hetzelfde zijn, vallen samen.

werk de haakjes weg en vereenvoudig zo ver mogelijk

a
b

(x=-2)(x+2) - (x-2)2=
X x=2
. +5x
V3+5 V3-5
2x*(3 + 5y - x) + (x?) - 6x* =
a’b*(8 +3a+b?+3a?b®) +5a°b* + 7a°b° =
(30 - 2x3)° =
(x=2)(x+2) = (x=2)*=(x*-4) - (x* - 4x+4) = 4x - 8
X x=2 x(x-2) x?=2x - 2x
. +5x = +5x = +5X‘ +5x=
V3+5 vV3-5 (V3 +5)-(V3-5) V32— 3-25
2
X°=2x __i 2 i =_i 3 i
) +5x = 25X +22x+5x 25X +511x

2x*(3 + 5y - x) + (x?)” - 6x* = 6x* + 10x*y - 2x° + x© - 6x* = 10x%y - x°

a’b*(8 +3a+ b +3a°bh>) +5a°b* + 7a°b° =

8a°b?+3a*bh? +a’b*+3a°b’ +5a°b? + 7a°b’ = 13a°b* + 3a*b* + a*b* + 10a°b>
(30 - 2x3)% = (30 - 2x?) - (30 - 2x3) = 900 — 120x> + 4x°

11




begrippen en relaties algebraische vaardigheden 12

ontbinden in factoren / tussen haakjes zetten
wordt gebruikt bij
B oplossen van een vergelijking die op 0 is herleid
voorbeelden
m (AB+AC)=A(B+()
m(AB+A%C) = AXAB+()
m (A®B%+ AB®) = AB*(A% + B3)
B vereenvoudigen van een quotiént
voorbeelden
x*-ax __ xx-4) _ x
x*-16 (x+4)(x-4) (x+4)
AB+AC _A(B+C) B+C  AB+AC_AB  AC c

mits x #4

2B - AB B of AB _AB+AB=1+§ mits A#0
3p2 5 AB*(A%+8B3

oA BAJI;AB _ (AB )=B(Az+33)of

A3B2+AB> A3B* AB® > 4
AB - AB T ap BB

kwadraat afsplitsen
B x*+px +qschrijven als (x +n*+s
B x> +2bx+b? = (x+b)* en x> - 2bx + b* = (x - b)* gebruiken voor kwadraat afsplitsen
m splits het kwadraat af van x* + 2bx
herschrijf tot x2 + 2bx + b* - b* = (x + b)> - b?
voorbeelden kwadraat afsplitsen
Bx?+6x=x>+6x+9-9=(x+3)2-9
x> -8x+5=x>-8x+16-16+5=(x-4)°-16+5=(x-4)*-11

vereenvoudigen

voorbeelden
W A3+ A3=24A% en 2A%+3A%=5A% (A + A?kan niet korter geschreven worden)
HA%-A%=A%en A®-A%=A°
B VA + VB =kan niet korter geschreven worden
B VA-VB=VAB mitsA>0 en B>0
B VA+VA=2VA en 2VA+3VA=5VA
B VA - VA=A mitsA>0



1.8

1.9

1.10

1.11
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werk haakjes weg en vereenvoudig zo ver mogelijk

2
a (20%) - ¢ 11 000-0,9¢-(0,7-0,5-0,9%) =
2a-3a
1432 1 2_ 0,425 0,725 _
ba(1+3) -a-(2-1) - d 0,007(8G)°%*% - (21)°7%® =
2)3 6
, (2a°)" _8a®_8_,

1)2 2 2 1 2 1\ _4a
b a-(1+ﬁ) —G'(l— ) = '<1+H+F>—a'<l—ﬁ+F>=T
¢ 11 000-0,9¢-(0,7-0,5-0,9%) = 7700 - 0,9t - 5500 - 0,93

d 0,007(8G)%%25 . (21)%725 = 0,007 - 82425 . 0425 . 0725/ 0,725 _
0.007 - 4 - GO425. 10725 _ g 5g . 50425, | 0,725

kwadraat afsplitsen herschrijfin de vorma- (x £ p)® + g
a x>+10x+27= b x*+x+5= ¢ 2x*-12x=
a x>+10x+27=x>+10x+25+2=(x+5)>+2

2 2
b x2+x+5=x2+x+%—%+5=<x+%> —%+5=(X+%> +4

€ 2x2-12x=2-(x*-6x+9)-2-9=2-(x-3)*-18

3
4

herleid de volgende uitdrukkingen tot een zo eenvoudig mogelijke vorm

2
. <6’9+L 98,5 >'L b 3°t°°-<1-%) c 60v2
—=x 3600 v-
T k+ 2
298,5 298,51 298,5 298,5T
a 6,9 +L— -L=6,9L +L7 =6,9L+ 3600 - 6,9L + 3600 6,9L + 0,0829T
T x 3600 T x 3600 =

b 3000 <1 _ 1) _3000 _ 3000 _ 3000t 3000 _ 3000t - 3000
t t t t2 t2 t2 t2

60v___ 60v_ __ 60v_ _60v-2a __120av

v 2ak v 2ak+v? 2ak+v?® 2ak+v?

k+2a 2at2a ~ 24

herleid de volgende uitdrukkingen tot een zo eenvoudig mogelijke vorm

A3B+A%C _ b x2+6x—-55 _ 2x
AB x%-25 (x —1)
xX+1
A’B+A%C_AMAB+O) AMB+Q) . AB+AC_A®B AXC_,o, AC
AB AB B AB AB " AB B
2
X“+6x-55_ (x-5)(x+11) x+11 .
= = #
b x2-25 (Xx-5)(x+5) Xx+5 55052
2x  _2x x+1 _ 2x(x+1) _ 2x

mits x # -1

(xz—l)_ 1 x2-1 (x-1)(x+1) x-1
X+1

13
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verschillende soorten vergelijkingen oplossen
M vergelijkingen oplossen met behulp van algemene vormen
MA:-B=0 & A=00fB=0
BMA-B=A-C & A=00fB=C
BA-B=A & A=00fB=1
WA’=C & A=VCof A=-vVCmits C>0
mA’=B* & A=BofA=-B

=0 & A=0enB=#0

< A=B-C,metB#0

< A-D=B-C,metB#0énC#0

< A=00ofB=C,metB#0énC#0

]
UU|> Wlb wlb wlb Ualb

c
-C
D
_A
C
g & A=C,metB#0

BVA=B & A=B’mitsA=0
M lineaire vergelijking isoleer de variabele aan de linkerkant van het = teken
voorbeeld
E3x+12=5x-4&-2x=-16x=8
B kwadratische vergelijking ax?+bx+c=0
drie manieren
® herleid op 0 en ontbind in factoren
3x?+5x-10=x>-5x+18 &
2x>+10x-28=0 &
x?+5x-14=0
(x+7)(x-2)=0e=x=-7Tenx=2
m kwadraat afsplitsen
x*+6x-10=0
x’+6x=10
x*+6x+9=19¢

(x+3)%=19
X+3=1v19 & x=-3+V19
of

-b+Vb*-4-a-c
2-a
x2+6x-10=0,a=1,b=6enc=-10,dus

—6+V36-<4-10 -6+vV76 -6+2-V

m abc-formule x =




1.12

1.13

1.14

toelichting

vergelijkingen exact oplossen

3 g _ 2_1\2_ 2x+1_2x-1
a 2(x>-8)-3x+5)=0 d (2x*-1)" =9 9 %—3  x+1

p X+3_ x+3

- . 2 = —_— . - 2: 2 =
b (x-2)-(x?+5)=(x-2)-(2x+5) e (x-2)%=(x+3) S Gl v

2x%-4x . 2X+5_ x-7
s S, S i I S

c (x-2)-(x*+2x+1)=(x-2 =
( )= ) x3+2x-5 x2-9 x%-9

a x>-8=0 of 3x+5=0 dus x=20fx=—§

b x-2=0 of x?+5=2x+5
x=20fx?-2x=0
x=20f x(x-2)=0 dusx=20ofx=0
¢ x-2=0 of x> +2x+1=1
x=2 of x>+2x=0 dus x(x+2)=0
x=20fx=0 of x=-2
d (2x?-1)"=32
2x*-1=3 of 2x*-1=-3
2x?=4 dusx=v2 of x=-v2 (2x*=-2 dus x*=-1 heeft geen oplossing)
e x-2=x+3 of (x-2)=-(x+3)
0 =5 (heeft geen oplossing) of 2x=-1 dusx=—%
f 2x?-4x=0en x>+2x-5#0
2x(x-2) =0 dusx=00fx=2 (controleer of x>+ 2x -5 #0)
g 2x+1(x+1)=(x-3)2x-1) mits x#3 en x#-1
2%+ 2x+x+1=2x>-x-6x+3 dus
1
5
h x+3=0of x—5=2x+1mitsx¢5enx¢—% dus x=-3 of x=-6

10x=2 dus x=

i 2x+5=x—7 mits x2-9#0 dus x=-12

vergelijkingen exact oplossen
a 6x>+8x?=2x3-4x? b 4-2x-4)*=12
a 6x>+8x%=2x>-4x? dus 4x>+12x?=0dus
4x*(x +3) =0dus
x=0enx=-3
b 4-(2x-4)*=12dus (2x-4)* =3 dus
2x-4=v3 v 2x-4=-V3dus

x=2+%\/§vx=2—%\/§

bereken met behulp van kwadraatsplitsen x> - 8x=2x+7
x?=8x=2x+7dus x*-10x=7 dus x?>-10x+25=7+25 dus
(x-5)%=32dus x-5=v32 v x-5=-v32 dus

x=5+v32 v x=5-V32

15
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B wortelvergelijking
m isoleer het wortelteken
m kwadrateer beide kanten
m controleer het antwoord in de wortelvergelijking
voorbeeld V2x+20 +x-2=2x+4
m isoleer wortelteken V2x+20 =x+6
m kwadrateer geeft 2x+20 = (x+6)> dus
2x+20 = x* + 12x + 36 denk aan het dubbele product
x> +10x+16=0 dus
(x+8)(x+2)=0dusx=-8enx=-2
m controleer in v2x+20 = x+6dus
m x=-8:v/-16+20 =-8+6 klopt niet
mx=-2:vV-4+20=-2+6 klopt
m conclusie x=-2
B gecombineerde vergelijkingen
voorbeelden breuk en wortel
2x+1
2\ (x*+x)
2x+1=0en 2Vx?+x =0 maarook x>+ x > 0 (want wortel)

=0gebruik%=0 < A=0enB=#0dus

x= —% controleren geeft + voldoet niet, negatief getal onder de wortel
2(3-3)
conclusie: geen oplossing
2t gebrmké—%:O < A-D=B-C,metB#0énD=0dus
2Vx* +x

2x+1
2Vx2+x

2x+1=2Vx2+xen 2Vx2+x %0 maar ook x>+ x > 0 (want wortel)

= % (kruisproduct geeft)

(2x +1)? (2\/x +x) (kwadrateren levert)
4x*+4x+1=4-(x>+Xx) >
AX*+ax+1=4x>+4x=

1=0 ditklopt niet

conclusie: geen oplossingen

16
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1.15 wortelvergelijking exact oplossen

a V-x?+9=v4x+9 b 4 _3-0

a beide kanten kwadrateren geeft —x* +9 = 4x + 9.

op nul herleiden geeft -x* —4x =0 dus —x(x+4)=0 dus x=0of x=—4.
controleer x=0: VO+9 = v0+9 klopt
controleer x =—4: \/-(-4)>+9 = V=16 + 9 voldoet niet, dus oplossingis x=0

b t41=%dus4 3Vt-1 ent>1dus 16=9(t— l)dus—-t 1 dus t= 1+196 2%
controleren: —=2— =3 klopt
2l 1t
9
1.16 herschrijf tot de vorm A =

a t=12YX b V=242 c t=3VA+2

14 A+3

2
a { 12 \/7krmslmgsvermenlgvuldlgen—A t=12vx dusA—24;FX

A

2
b Y=22- 5 qus (v-2)(A+3)=5 dus (A+3)= dus A=—2_—_3

1 A+3 (V 2) (V-2)
_ t\*_ 21,
= =VA+2 kwadrateren 3 -A+2dusA—§—2—§t -2
\/1+X 2 2
1.17 herleid ———=——— tot A=V9x~-9x
\/ﬁ A

SR 2 kruislings vermenigvuldigen
3xVl-x A
3xV1-x-V1+x=

3xy(1-x)(1+x)=A
Ve -Vx2- =A
V9:-x2-(1-x?) =AdusA=V9x?-9x*

B
1.18 herleid =0,00004b> tot a = 31070‘9
1oo b+ 25 000

a 0,00004b3 - uld
100-a = 1 ruislings vermenigvulaigen

a=0,00004b3- (100 - a)
a=0,004b3-0,00004b3 - a
a+0,00004b3 - a = 0,004b3
a-(1+0,00004b3) = 0,004b3
0,004b3 0,004b3 25 000 100b3
= sdusa= 3 250Oodusa= 5
1+0,00004b 1+ 0,00004b b3+ 25 000
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functies en graﬁeken (lineair-, macht-, wortel-, gebroken-, absoluut-)

functies algemeen een relatie waarbij ieder origineel (x) precies één beeld (y) heeft
B notaties y als functie van x; y uitdrukken in x; in de grafiek y uitzetten tegen x
B y=3x+4 formule
B f(x) = 3x+ 4 functievoorschrift
B f:x > 3x+4 pijlnotatie

kenmerkende eigenschappen grafiek
Alle onderdelen die van belang kunnen zijn bij het werken met grafieken worden hier genoemd. Per soort grafiek
wordt later in dit hoofdstuk aangegeven wat van belang is.
B domein alle x-waarden die je in Ix=v
de formule maginvullen - -- - - - - = - -
Dr=1[a, v) U (v, =) :
B bereik alle y-waarden !
Br= (-, h) (@b) :
M snijpunt y-as bereken f(0) = :
M nulpunt, snijpunt x-as los op f(x) =0 !
M extreme waarden maximum, !
minimum, top, randpunt zoals min f(a) = b en max f{c) = d in de figuur
B f'(x) = 0 toppen of buigpunt met horizontale buigraaklijn
M randpunt zoals f(a) = b
® bepaal het gedrag aan de rand de richting van de grafiek
H asymptoot grafiek nadert deze rechte lijn; afstand tussen de rechte lijn en de grafiek nadert
op den duur naar 0;
zoals de verticale asymptoot x=v en de afnemende | toenemende

horizontale asymptoot y = h in de figuur
M perforatie een gat in de grafiek stijging / /

M vorm soort stijging of daling zie figuur

B symmetrie
B puntsymmetrie in (0,0) als f(x) = —f(-x) daling

m lijnsymmetrie in de y-as als f(x) = f(-x)

grafiek
Ml grafiek tekenen er moet een nauwkeurige grafiek op papier getekend worden
met daarin de voor de vraag relevante (= belangrijke) eigenschappen
m assenstelsel met schaalverdeling
B eenheden wat staat er bij de assen, bijvoorbeeld km, m, cm, kg, gram, Newton, euro,
centen, uren, dagen, m/sec, m?
m assenverdeling waar komt bijvoorbeeld de 1?
B grafiek schetsen teken een globale grafiek op papier, met daarin de voor de vraag relevante
(= belangrijke) eigenschappen (gebruik bijvoorbeeld de plot)



2.1

toelichting

kenmerkende eigenschappen van de grafiek
Gegeven f(x) = x> — 5x+%+ Vo - x2
- Schets de grafiek en geef de kenmerkende eigenschappen van de grafiek.

a domein: kijk naar%+ V9 - x? 4
%dusx;to e, \ 1
F, .
V9 - x> dus9—x*>0dus -3<x<3 \
_l
domeinis[-3, 3] en x#0 . I
LEEHS iG] I
b bereik d=-1.9111 Feu PEFLEEY

zie de globale plot; scherminstelling van de plot is: [-3, 3] x [-15, 15]
bereik is R

¢ nulpunten

nulpunten aflezen uit de plot of tabel geeft x=—-0,5 en x=-2,3

d extreme waarden

extreme waarden: min f(1,5) = 0,5; max f(-1,4) = 4,8 en A 1Y
max f{2,997) = 13,07 » i B
randpunten: min f(—3) =—13 en max f(3) = 13 ! F E:;f:
e asymptoten ; CHiiE
P . | 7308
asymptoten: verticale asymptoot x = 0 16 Lolr:
f gedragin de randen x = -3 en x = 3 it PR
met behulp van f'
1
fix)=x3- 5x+%+ V9 - x2=x3-5x+3x+(9 - x?)?dus
2,1 03 2 B X q
X)=3x2-5-3x2+=(9-x%) *-2x=3x>-5- > - (zie hoofdstuk 6)
Fe 2 X Vo-x?
: 3 X 3 -3
| 2_g_2 ___ X \-o .9g—-5_2_72
X|lr113<3x 5 e \/9__)(2> <3 9=5 5 \/6>en
3 3 3 R L RL it by LU D]
lim(3x2-5-2-—%X )= (3-9—5————)
(> ) 9"V S,
grafiek loopt verticaal in de randen (zie uitvergrote grafiek
in de plot)
g grafiekvan f LT Y Va5l AT
Y 3,13
Ei2g) YIzH 35X+ 3 0+ I(B-K"2)
(-1,4;4,8) / /
{
O (1505) ¥
=] ¥=-i1
(-3-13)
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intervalnotaties

x<a b<x<c d<x<e x>f
~4—0 Oo—0 o0 o—>>
a b c d e f
(< a) (b, ) [d.e] [f.=)

Let op het verschil tussen de open en gesloten rondjes
Let op het verschil in notatie tussen het interval [1, 2] en het punt (1, 2)

de verschillende soorten functies in dit hoofdstuk

na de opsomming worden de soorten functies ook in onderstaande volgorde besproken
B eerstegraads functies of lineaire functies y=rx+d
B tweedegraads functies of kwadratische functies y = ax* + bx + ¢
B machtsfuncties van de vorm y=ax”

zoals bijvoorbeeld y = 3x*, y = 3x%, y = 3x7%, y = 2x %, y =x%°

B hogeregraads functies van de vorm y=ax"+bx"™" + ..+ px* +qx + k
B wortelfuncties vandevormy=a+bvc-x+d
M gebroken functies vandevorm y=a+ % en y=
B absoluutfuncties y = |f(x)|

ax+b
cx+d

eerstegraads functies of lineaire functies
Ml grafiek schetsen
H teken snijpunt y-as
m vorm nagaan stijgt of daalt de lijn of loopt hij horizontaal
H eigenschappen
® domein en bereik R
m toename (of afname) is steeds hetzelfde
m grafiek is een rechte lijn
m vergelijking is te schrijven in een van de vormen
my=rx+d
mpx+qy=s

[ §+%= 1 snijpunt x-as is (a, 0), snijpunt y-as is (0,b)

m functievoorschrift f(x) =rx+d

richtingscoéfficiént r.c,, helling, hellingscoéfficiént, hellingsgetal, richtingsgetal

A - -
B richtingscoéfficiént r= Ey = iz _J):i = H met P(a, b) en Q(c, d)

mr> 0 lijnstijgt, r<0 lijndaalt,r=0 lijnloopt horizontaal Ay
H als x met 1 toeneemt dan neemt y met r toe
m richtingscoéfficiént r=tano. (o is hoek met de positieve x-as)

M y =d horizontale lijn door (0, d), richtingscoéfficiént = 0

B x = verticale lijn door (c, 0), er is geen richtingscoéfficiént (dit is geen functie)
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intervalnotatie
Ga na dat deze intervalnotaties overeenkomen met de getallenlijn.

O———

[-5,3] _‘r, _;’ 5¢x¢3
r-—0

<-5,3> Tt f -5<x<3
r——

<-5,3] . . -5<x¢3

<

< (—,3] t t X< 3

-5 3

domein en bereik
Gegeven zijn de grafieken m, n, g, k, fen h:
- Geef bij elk van de grafieken het domein en het bereik met behulp van de intervalnotatie.

EANES

Het domein bestaat uit alle x-waarden en het bereik uit alle y-waarden.

grafiek m n g k f h
domein -2, —) (-2, 2] {5} [-20, 20] R (30, 40)
bereik [-2,-) [2,3) (2] [0, 20] R (-10, 30)

lijnen verschillende notaties
De richtingscoéfficiént van lijn m is 3 en lijn m gaat door (0, 6).
Lijn n is een horizontale lijn door (5, 2) en lijn k is een verticale lijn door (5, 2).

a Bepaal vergelijkingen van de lijnen m, n en k.

b Schrijf de vergelijking van lijn m in de vorm g+% =1

a m:y=rx+d metrc=r=3door (0,6)dusd=6.Invullen geeft y=3x+6
n:y=2 en k:x=5
=1

o<

b m:y=3x+6 dus —3x+y=6 dus _—X2+
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vergelijking van lijn opstellen y=rx+p
B twee punten zijn gegeven P(a,b) en Q(c,d)
eerste manier

A Yo-Yr_d-b
T Ax Xqo—Xp Cc-a

ur berekening richtingscoéfficiént

B P(a,b) iny = rx + p invullen om b te berekenen

tweede manier

B y—b=r(x—-a) uitwerken geeft meteen de vergelijking
derde manier
m vul P(a,b) en Q(c,d) in de vergelijking y = rx+ p in; er ontstaan dan twee vergelijkingen
met twee onbekenden ren p.

richtingshoek en lijn
M richtingshoek hoek o van de lijn met de positieve x-as g
overstaande zijde

dan geldt, met o. = invtan(r) of tan™(r)

M o berekenen r=tano=

rechte lijnen en hun eigenschappen
M evenwijdig // twee lijnen zijn evenwijdig als ze dezelfde richtingscoéfficiént hebben
Em:y=r-x+penly=r-x+q zijn evenwijdig
B m:ax+by=cenl:ax+by=d zijn evenwijdig
M loodrecht L twee lijnen m en n staan loodrecht op elkaar als het product van de
richtingscoéfficiénten —1 is, dus m L n dan geldt rc,,- rc,=-1

mmlnenrc,= % dan geldtrc, = —g (omgekeerd en tegengesteld)
B m:ax+ by =cenl: bx—ay = d staan loodrecht op elkaar
M speciale vergelijkingen
m lijn door (a,b) met rc = r vergelijking y—b =r(x—a)
m y = x vermenigvuldigen t.ov. de x-as met r geeft y = r-x

m y =r- x transleren (verschuiven) over (a, b) geeft y — b = r(x — a) 4
By =ax+4 lijnenwaaier door (0, 4); a is de richtingscoéfficiént is
variabel (zie figuur) (04

By =3x+b verzameling evenwijdige lijnen met richtings-
coéfficiént 3 door (0, b); b is snijpunt y-as is variabel
B y=ax ergeldtdan x en y zijn (recht) evenredig
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lijnen
Van lijn m is de richtingscoéfficiént 3 en lijn m gaat door (5, — 4)
lijn k gaat door (4, -1) en (-2, 2)
lijn n staat loodrecht op lijn k en gaat door (0, 0)

lijn p heeft als vergelijking y = 2x + d

Bepaal een vergelijking van de lijnen m, n en k.

Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen lijn m en lijn k.
Lijn p snijdt lijn m op x-as. Bereken d.

Q N T Q

Bepaal de vergelijkingen van de twee bissectrices van de x-as en lijn k. Gebruik twee
decimalen.

a m:rc=r=3en(5—4)invulleniny=rx+d

—4=3x5+b dus b=-19

m:y=3x—19
kire=2""2__lep (4,-1) invulleniny =rx+d
Bt I L

~1=-2x4+b dus b=1
-1
k:y= 2x+1

n loodrecht op k, dus rc,, =2 want rc, xrc,=-1
n gaat door (0, 0) dus y = rx dus vergelijking n is y = 2x
b gebruik tan(o) =r
m:tan(o) = 3 dus oo = 71,6°
k: tan(B) =—-0,5 dus 3 =—26,6°
Z(k,m) =71,6° ——26,6° = 98,2°
de scherpe hoek tussen k en m is afgerond 82° (= 180° —98°)

¢ m:y=3x-19 snijdt de x-as in (6l 0) invullenin y=2x+d geeft0=2-6%+d

3!
—_102
dusd= 123
=9y _192
y=2x 123

d vergelijking k: y = —%x+ 1 en snijpunt van k met de x-as is (2, 0)
rc= —% levert oo =—-26,57°
rc bissectrice; = tan (%oc) =tan(-13,285°) =—-0,24
bissectrice;: y = —0,24x + b met (2, 0) levert bissectrice,: y = —0,24x + 0,48

bissectrice,: y = ﬁx + b met (2, 0) levert bissectrice,: y = 4,17x — 8,34
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snijpunten van lijnen
drie manieren van exact berekenen
B gelijkstellen
Em:y=ax+b en n:y=cx+d schrijf beide lijnen in deze vorm en stel ze aan
elkaar gelijk
Wax+b=cx+d losxop
m x invullen in m of n geeft y en dus het snijpunt (x, y)
M elimineren van x of y
d
a

ax+by=c

[ dx+hy=i zorg ervoor dat of x of y wegvalt

B substitutie van m: y=ax+b in n: cx+dy=k
B m in n substitueren (invullen) geeft cx+ d(ax +b) =k
hiermee is x op te lossen
m x invullen in m of n geeft y en dus het snijpunt (x, y)
m alleen ter controle grafische rekenmachine zie H8 en H9
m herschrijf de vergelijkingen in de vorm y = rx +d
m voer de vergelijking in bij y; en bij y,
m kies een geschikt window en gebruik bijvoorbeeld intersect

snijpunt benaderen met de grafische rekenmachine (zie ook hierna: vergelijking oplossen,
exact of benaderen) zie hoofdstuk 8 of 9
is toegestaan bij
H bereken (niet toegestaan bij bereken algebraisch, bereken exact of bewijs)
M los op
M bepaal
M benader

eerstegraads ongelijkheid of lineaire ongelijkheid exact berekenen
Max+b<px+q

B bereken exact ax+b=px+q

m plot y; =ax+beny,=px+q enlees af op welk interval ax+ b < px+q

voorbeeld

1
X ‘/7/\'47

in het voorbeeld geldt ax+b < px+q als x<c
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snijpunt berekenen door middel van gelijkstellen

Bereken exact de coordinaten van het snijpunt van m: y = 2x+8 en n:y =4x+14
2X+8=4x+14 dus—2x=6

x=-3 dus y=2x-3+8=2

coordinaten van het snijpunt zijn (=3, 2)

snijpunt berekenen door middel van elimineren

Bereken exact de coordinaten van het snijpunt van 3x + 2y =4en 5x—3y =7

3x+2y=4 |5 15x + 10y =20 o

Sx—3y=7 |3 15x - 9y =21 (eliminatie van x)
19y=-1

y=—%invu|len in bijvoorbeeld 3x + 2y = 4 geeft 3x+—12—9=4

a2 7 o - (71
3x—419 dusx—l19 dus coordinaten van het snijpunt zijn (119, 19>

snijpunt berekenen door middel van substitutie

Bereken exact de coordinaten van het snijpunt vany = 3x + 5 en 3x —4y = —38
¥ =3x+5substitueren in 3x —4y =-38

3x—4(3x+5)=-38 dus 3x—12x—20=-38 dus —9x=-18 dus x=2
x=2invulleniny=3x+5 geeft y=3x2+5=11

codrdinaten van het snijpunt zijn (2, 11)

snijpunt

Bereken algebraisch de co6rdinaten van het snijpunt van y = 0,5(3 —2x) en 4(y —2) + 2x = —12
Beide formules eerst eenvoudiger schrijven.

y=0,5(3-2x)=15-xwordty=15-x en y=-0,5x—-1

4(y—2)+2x=-12 wordt 4y — 8 + 2x =—12 dus 4y + 2x =—4 dus y=-0,5x—1

aan elkaar gelijk stellen geeft 1,5—-x=-0,5x—1

—0,5x=-2,5 dus x=5 dusy=1,5—-5=-3,5

coordinaten van het snijpunt zijn (5; =3,5)

eerstegraads ongelijkheid

Gegeven f(x) =—0,3x+ 7 en g(x) =5—3(-2x+1)

Bereken algebraisch: f(x) < g(x) en rond af op één decimaal nauwkeurig
—-03x+7=5-3(-2x+1)

—-0,3x+7=5+6x—3

—6,3x=-5

x=0,8

Met de GR: plot y; =—0,3x+7 en y,=5—-3(-2x+1)

WINDOW [-2, 2] x [-2, 10], grafiek van f ligt boven g als x > 0,8
conclusie: x > 0,8
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tweedegraads functies f(x) = ax® + bx + ¢
g f( ) dalparaboola > 0 | bergparabool a < 0

B grafiek schetsen
m parabool dal (a > 0) of berg (a < 0) \ / /\
m teken snijpunt y-as = = | D>0
M eigenschappen van y = ax* + bx + ¢ \/ / \
B domein R
m bereik

m alsa >0 dan bereikyZytOID D<O
m alsa <0 dan bereik y <y,
W snijpunt y-as bepaal f{0) = =
W snijpunt x-as bepaal ax®+bx+c=0

vier manieren _
_—b+Vb*-4ac D=0

m abc-formule X, , = 2a

m discriminant D = b? — 4ac

x

D > 0 twee snijpunten met x-as
D <0 geen snijpunt met x-as
D=0 één snijpunt met x-as
of
m ontbinden in factoren a(x - p)(x-q)=0
of
m kwadraat afsplitsen
2_

m herschrijf ax*+bx+c=0 totdevorma(x+q)>=p

of
m grafische rekenmachine
m top exact berekenen
mf'(x)=2ax+b=0
oftewel top berekenen met afgeleide f'(x) = 0

mmetrieas

5y

T

o

P
verschillende schrijfwijzen voor tweedegraads functies
M y=ax+bx+c
m y=ax® parabool met als top (0, 0)
B y=a(x—p)*+q topvergelijking van de parabool met als top (p, q)
m y = x* vermenigvuldigen t.ov. de x-as met a geeft y = ax
m y = ax* transleren (verschuiven) over (p, q) geeft y = a(x—p)*+q
M y = a(x - b)(x - ¢) nulpuntenvergelijking parabool met nulpuntenx=benx=c



2.11

2.12

toelichting 27

parabolen

fix)=ax*-5x+4

Voor welke a heeft de grafiek een negatief minimum?

Voor welke a ligt de top van de parabool op de lijn y = 2x?

De grafiek van g is een parabool met top (2, —3) door (0, 0)

Geef een vergelijking voor de grafiek van g.

negatief minimum als a > 0 (dalparabool) en D > 0 (2 snijpunten)

D=(-52-4xax4=25-16a>0dus —160>—25a|sa<%
25
a>0enac< 16

25

conclusie: f heeft een negatief minimum voor 0 < a < 16

top bepalen met: f'(x) = 0 en dit invullen in y = 2x

f'(x)=2ax—5=0 dus =

2a
5\_ (5\ _ . 5 ,,_25 25 , 25-50+16a_-25+16a
f(%>_a (20) > T4 45724747 4a ==—nn CGE
5 -25+164) . . -25+16a_, 5 -25+16a _ 20
top (20, 2a )lnvullenlny—2x. ~aa 2 2a dus 20 2a
45

dus —25 + 16a = 20; conclusie: a = 6

maak gebruik van vergelijking y = a(x — p)* + q met top (p, )
top(2,-3) dus y=a(x—2)>—3 door (0,0) dus 0=a(0-2)*>—3dusa=0,75
vergelijking g: y = 0,75(x —2)* -3

vergelijking parabool

a

b
c
a

Geef een vergelijking van de parabool met top (-1, —3) door (1, 5).
Geef een vergelijking van de parabool door (8, 0) en (12, 0) met maximum 6.
Geef een vergelijking van de parabool door de punten (0, 5), (2, 0) en (4, -1)
top (-1, —3) dus vergelijking wordt y =a(x+1)*>-3
(1, 5) invullen geeft 5=a(1+1)*-3
4ag=8dusa=2
vergelijking van de parabool: y=2(x+1)*-3
nulpunten x =8 en x=12 dus y=a(x—8)(x—12)
het maximum is 6 voor x = 10 (x = 10 is het midden van de nulpunten, x =8 en x = 12)
(10, 6) invullen geeft 6 =a(10—-8)(10—12) dus -4a=6 dus a=-1,5
vergelijking van de parabool: y =-1,5(x —8)(x —12)
y =ax*+bx+cmet punt (0,5) levert y = ax® + bx + 5
x=2eny=0Ilevert4a+2b+5=0
x=4eny=-1levert16a+4b+5=-1
dit stelsel oplossen levert

4a+2b+5=0 |2| 8a+4b+10=0

l6a+4b+5=-1 |1l 1l6éa+4b+5=-1 _
—8a +5=1

Dus a=0,5en b =-3,5 dus vergelijking van de parabool: y = 0,5x* —3,5x + 5
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tweedegraads vergelijking exact oplossen
tweedegraadsvergelijking eerst op 0 herleiden
M ax*+bx+c=0
verschillende typen
B (x+g)*=b dusx+q=Vb of x+q=-vVb mitsh>0
max’+bx=0
oplossen door x buiten haakjes te halen
m x(ax+b)=0
mx=0 of ax+b=0
mx*+bx+c=0 letop voor de x staat nu een 1
oplossen met ontbinden; (lukt niet altijd)
m(x+d)(x+h)=0 zodat d+h=b en d-h=c
controleer met een plot: de ontbinding klopt als de grafieken vany = x* + bx +c en
y=(x+d)(x+h) samenvallen
mx+d=0 of x+h=0 dusx=-dofx=-h
oplossen met kwadraatafsplitsen )
m X% + bx + ¢ = 0 herschrijven (x + %b) = constante, daarna verder oplossen
max’+bx+c=0
oplossen met abc-formule
- 2-a dus 2-a of 2-a
m discriminant D = b - 4ac

| X

m D =0 vergelijking heeft één oplossing
m D > 0 vergelijking heeft twee oplossingen
m D < 0 vergelijking heeft geen oplossing
M bijzondere situaties
® (f(x))? = (g(x)* dan geldt f(x) = g(x) v fix) = —g(x)
m f(x) - glx) = flx) - hlx) dan geldt f{x) =0 v g{x) = h(x)

ongelijkheden oplossen
M f(x) > g(x) op welk interval ligt de grafiek van f boven de grafiek van g
in de figuur is dat op hetinterval (c,d) of c< x < d

28
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2.13 tweedegraads vergelijking

Bereken van onderstaande vergelijkingen de oplossingen
(2x+3)*=5

X*—5x+6=0

(2x+3)>—25=8(x—1)(x+3)

3 +2x+1=0

2x+3=V5 of 2x+3=—v5 dus 2x=-3++5 of 2x=-3-V5

x=—1%+%\@ of x=—1%—%\/§

b (x—3)(x—2)=0 dus x=3 of x=2

c eerst haakjes uitwerken (2x+3)*=4x*>+12x+9 (merkwaardig product)
4x* +12x+9—25=8(x*+3x—x—3) dus 4x*+12x—16 = 8x*> + 16x—24
—4x*—4x+8=0 dus X*+x-2=0
(x+2)(x—1)=0
x=-2 of x=1

d 3xX°+2x-2=0
ontbinden lukt hier niet; gebruik abc-formule
a=3,b=2enc=1 dus D=2°-4x3x-2=4+24=28

_—2+V28 _-242V7 _

6 6

U Q N T Q

1.1
X -3%3 V7
2.14 gegeven zijn de functies f(x) = (2x + 3)* en g(x) = (~x + 5)°
- Bereken exact de snijpunten van de grafieken van fen g
(2x+3)%= (—x+5)?
2x+3=-x+5 of 2x+3=—(-x+5)

3x=2 of 2x+3=x-5
=2 —

X=3 of x=-8
.. o (2 7

snijpunten zijn 3 18g)en (-8, 169)

2.15 ongelijkheid
Gegeven zijn de functies f(x) = (2x + 5)(x + 6) en g(x) = 8(2x + 5)(x — 1)
- Bereken exact wanneer f(x) > g(x)

(2x+5)(x+6) > 8(2x+5)(x — 1) m
(2x + 5)(x + 6) = 8(2x + 5)(x — 1) L 1
(gebruik A-B=A-C dusA=00fB=C) \ I'. LAl
2x+5=00f x+6=8(x—1) .
x=-250fx=2 f(x) boven g(x) zie plot
conclusie: x € (=2,5; 2) T
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hogeregraads functies y = ax” met n een geheel getal
M vergelijkingen machtsfuncties exact oplossen ax” = ¢ met n een geheel getal

maak gebruik van een schets van de algemene vorm

B x"=c metn>0 neven n oneven
y
\ / y =C /] 4 y=cC
c>0
0o X / 00 X
Y Yy
c<0
(00 X (00 X
P

1
n

B n even en ¢ positief twee oplossingen x = 7 =0T of x=—cr=—{¢
B n even en ¢ negatief geen oplossing
B noneven altijd één oplossing x = cr =0t
B x"=c metn>0 neven noneven
y
#%y =c y=q
c>0

c<0

N
>

. A o1_1
mnevenenc>0 tweeoplossingenx=c "===;= of x=--=
plossing T e
H nevenenc< 0 geenoplossing
. . -1 11
H noneven altijd één oplossing x=c =it
CI‘I

B eigenschappen en bijzondere situaties y = ax” met n een geheel getal
m n =2 grafiek is een parabool
®m n=0 dan geldty = a dus een horizontale lijn door (0, a)
m nisoneven: de grafiek heeft een buigpuntin (0, 0)
B n < 0 de grafiek heeft de x-as en de y-as als asymptoot

30
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2.16 bereken exact de oplossingen van de volgende vergelijkingen
a x*=8 b x*=6 c x?=0 d x’=8 e xX’=-7

1
a x®=8 dus x=+8=+V8 even macht met positief antwoord, dus twee oplossingen

_1
b x*=6dusx=16 *= J_rl1 = 1\4/% even macht met positief antwoord, dus twee oplossingen
6*

¢ x?=0 geenoplossing (x°= ig en dit kan nooit 0 worden)
X

1

d x*=8 dus x=8 =V8 oneven macht, dus één oplossing
1

e xX’=—7 dus x=(-7)5=V-7=-V7

2.17 los de volgende ongelijkheden exact op
a xX*<2 b x*>-5 c xX°>-2 d x><0

PLOT a b c d

|
L fi Lo

a x*=2 dus x=2 =92 (oneven macht, dus één oplossing), zie plot x € (& V2) of x <V2

b x*=-5 geen oplossing (even macht is nooit negatief), (zie plot) x* > =5 voor xe R

¢ xX’=-2 dus x= (—2)% =y=2 =-V2 (oneven macht, één oplossing) x € (-V2, —) of
x>-V2

d x7°=0 geen oplossing (x'5 = %), (zie plot) als x < 0 dan x < 0 (als x > 0, dan x™ > 0)

2.18 hogeregraads functie y = ax” met n een geheel getal

Gegeven is de functie f(x) = x> en de lijny = x+p Wﬂ

- Bereken voor welke waarden van p de twee grafieken o [ !
precies twee punten gemeenschappelijk hebben. i /
maak een plot ____ji'-f' i
richtingscoéfficiént van y = x+ p is 1 dus in het raakpunt I Tla-'T"—’ 1
aan de grafiek van fin x = a geldt .-_'“'"‘:m e

f(a)=1dus5a*=1dusa==+0,2
f02)={102)° =02 {02 of f{-0.2) = (-0,2)° =02 02
dus geldt p=0,2-4/0,2 -/0,2 =-0,8 /0,2 of p=-0,2 -1/0,2 +y/0,2 = 0,8 - /0,2
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functies met een gebroken exponent y = axs
B vergelijkingen machtsfuncties exact

oplossen ax»=c
met n een geheel getal
maak gebruik van een schets van de algemene vorm
B x"=cenn positief
| ¢ positief één oplossing x ="
want (x%)n =c"
® ¢ negatief en n even geen oplossing
B noneven altijd één oplossing
1
B x""=c en n positief
B ¢ positief één oplossing x = % want

(x"%)_n =c"

® c negatief en n even geen oplossing
B noneven altijd één oplossing

a
W x=c

n
¢ positief één oplossing x =7 =V/c"

want (x%)% = c%

neven noneven
y Y|
c>0 | T y=c —75)/=
(00 X o) X
y Y|
c<0 /
(0,0) X (0,0) X
IR y=c Z T=c
neven noneven
1\ i\
=c =C
c>0 y Y
(0,0) X \ (000 X
y M K
c<0 K

(0,0)

x|

(00 X
o %_yq

B n=2 dangeldty= ax% =avx en de grafiek is een half liggende parabool

ongelijkheden oplossen met machtsfunctie y = ax”

B exact of algebraisch

m functies gelijkstellen en vergelijking oplossen

m bij negatieve exponent houd rekening met asymptoten (in de plot hiernaast is
bijvoorbeeld de oplossing f(x) > 1 gelijk aan (-1,0) L (0,1)

m bij gebroken exponent houd rekening met randpunt
m gebruik plot om het interval af te lezen

(_111)

(1,1)

-
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2.19 bereken exact de oplossingen van de volgende vergelijkingen
= e 2 __
a x 8 b x 7 € X=X

g _3 _2
a X 2=8 dus x 2=8 dus x=8 =

_3
r

b x ¢=-7 geen oplossing
2 _ .
¢ & x dus 2 = -x - vx kwadrateren geeft

4=x2-x=x3

dus x =V4 controle: % V4
\/Z WAL NUGAT AUTD ROEL BWDIAH HF

CALL TWTHRSELT

amd

conclusie: geen oplossing

—
2.20 los de volgende ongelijkheden exact op R -
a VvX<9 b xi<5 l'f ..... . .
a vx=9 dus x=92=81 Het domeinis x>0 dus E.;E'-'"‘“'" -
xe [0,81]of 0<x<81 R LT BUTD RDNL i AF

CALL THINREL
113

3 P ,
b x*=5dus x=5=53=5'.53=5.y5 of

4

x=5=V5%={625 : =

Het domein is x> 0 dus x € [0,V625) of 0 < x <625 R

[nterzscbor
CH KT el

2.21 functies met een gebroken exponent y = axs
Gegeven zijn de functies f,(x) = avx en g(x) =Vx en h(x) =
a Bereken exact de snijpunten van g en f.

10
Vx?
b De grafiek van f gaat door het punt (3, 8). Bereken exact de waarde van a en schrijf a in de

vorm p./q .
¢ Bereken algebraisch h(x) > g(x).

11 04 (14 2. 3
a {‘/7=\/)7<:>x4=x2:>(x4) =(x2) ox=x"ox"-x=05xx-1)=0
x =1 of x=0, dus de snijpunten zijn (0, 0) en (1, 1)

b (3,8)invu|leniny=a\/)—(geeft8=a\/§dusa=i=i-£=£=§\/§

V3 v3 v3 3
10 .. A
c e >Vx het gemeenschappelijke domein is x > 0 e ST s boas e ]
X CRLL TH .
1 | {1
4 +
10 =Vx dus E=X—kruislings vermenigvuldigen F
X3 L2 T

2 1 1u 12 1 ]
geeft x> #=10dus x =10 dus x=10"=10-10"=10- V10 o o

conclusie: x € (0,10 - V10) (zie plot: h ligt boven g) Dubemmchon L
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derde- en hogeregraads functies y = ax" +bx" ™ + ...+ px* + gx + k
B grafiek schetsen

m grootste exponent even dan ‘parabool’-vorm

B grootste exponent oneven dan ‘slinger’-vorm

u teken snijpunt y-as

m geef toppen aan
WamiEreipdladiih : LU L L LT B ;
i | 1 |

f
| | [

Il,/f_\\___,a'; R - ||||~ .}/":‘\/;.'I o

derde- en hogeregraads vergelijkingen exact oplossen
M oax"+bx"+..=0
B ontbinden zo groot mogelijke macht buiten haakjes
x°—6x*+8x3=0 dus x}(x*—6x+ 8)=0
X*(x—4)(x-2)=0 dus x=00fx=4 of x=2
B ax*™ + bx" +c=0 deze vergelijking is op te lossen als een kwadratische vergelijking
m stel X" = p de vergelijking wordt dan ap®+bp +c=0
voorbeeld
x®—6x*+8=0wordtp’—6p+8=0metx*=p
oplossen zoals een tweedegraads vergelijking (zie hierboven)

m grafisch oplossen als ontbinden niet lukt

M ax"(x—a)(x+b)*>=0 dus x=0 of x=a of x=—b

ongelijkheden oplossen met derde- en hogere machtsfuncties

B exact of algebraisch
m grafieken schetsen
m functies gelijkstellen en vergelijking oplossen zoals bij vergelijkingen
m gebruik plot om het interval af te lezen
B bereken of bepaal gebruik grafische rekenmachine is toegestaan
B bepaal met behulp van een plot op welke intervallen de ongelijkheid klopt
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2.22 hogeregraads vergelijking
Bereken van onderstaande vergelijkingen de oplossingen

a x°=2x d 3x%(x>+8)(x2-9)(x*+1)=0
b x*-2x*-3=0 e 3x +12x*=0
c X*-2x°-3x*=0 f (x+2)(x-9)=1
a xX’-2x=0
x(xX®-2)=0
x=00fx®=2
x=00fx=V2 ofx=—V2
b Stelx*=p

p*—2p—3=0 dus(p—3)(p+1)=0 dus p=3 of p=-1
x*=3 of x*=-1 (heeft geen oplossing)
x=V3 of x==V3

¢ X*(xX*-2x*-3)=0dusx=00fx®*-2x*—3=0stelx*=p
p> —2p-3=0dus(p—3)(p+1)=0dusp=3ofp=-1
xX*=3 of X¥*=-1
x=V3 of x=—V1= -1
conclusie: x=-1,x=0,x=v3

d 3x*=00fx>*=-80fx*=90f x*=-1
x=0ofx=-20of x=30of x=-3

e x*(3x*+12)=0
x*=0 of X’ =—4 (oneven macht heeft één oplossing)
x=0ofx=—V4

f (x+2)(x-9)=1 let op haakjes uitwerken

+ VA9 =4 1--19
x?-7x-18=1dus x2—7x—19=0(abc-formu|e)dusx=7— 49 24 1--19

7+V125 7+5-V5
X=—7> T 2

2.23 ongelijkheid exact oplossen
- Bereken algebraisch de oplossing van x*(x> — 6x + 8) < (x —4)(x — 2).
Bepaal de snijpunten met behulp van een berekening
X2 —6x+8=(x—4)(x—2) dus
x3(x—4)(x—2) = (x—4)(x—2) (gebruikA-B=A-C dusA=0ofB=0()
x*=1 of (x—4)(x—2)=0
x=1 of x=40fx=2
Plot de grafieken van y; = x*(x—4)(x—2) eny, = (x—4)(x—2)
Lees af voor welke x de grafiek van y; onder die van y;, ligt.

Antwoord: x< 1of2 < x< 4 of | |
met de intervalnotatie: x € (<, 1) U (2, 4) 1 SO .J
|

[aterzachbor
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wortelfuncties y=a+bvc-x+d y
M grafiek schetsen K
d > randpunt

m teken randpunt (_?’ a

u teken snijpunt y-as ol x
B eigenschappen
m domein cx+d>0 (getal onder de wortel is altijd groter of gelijk aan 0)

gebruik plot en randpunt (—% a) om het domein te bepalen

m bereik gebruik plot en randpunt (—% a)
m raaklijn in top (is randpunt) loopt verticaal (want de grafiek is een halve liggende

parabool)

wortelvergelijking exact oplossen
Wa+bVec-x+d=k

stappenplan
m isoleer de wortel voor het ‘="teken
dus herschrijftot Vc-x+d = ...
m kwadrateren links en rechts van = teken en daarna vergelijking oplossen

m controleren aantal oplossingen bepalen met behulp van plot

voorbeeld 3x -2V2-x=1
isoleer de wortel dus -2v2 - x =-3x+1
kwadrateren en oplossen geeft (-2v2 — x)? = (-3x + 1) dus 4(2 - x) = (-3x+1)?

8—4x=9x>—6x+1 dus 9x*—2x—7=0 dus x=1 of x=—%
controlerenin 3x-2v2-x=1
__7; T 5025 ;
X = 9|nvuIIen geeft 3 9 2 5 1 klopt niet

x=1invullen geeft 3-1-2v1 =1 klopt wel conclusie:x=1

36

(of controleer met grafische rekenmachine door y; =3x-2vV2-xeny,=1te

plotten en te kijken waar ze elkaar snijden)

ongelijkheden oplossen met wortelfunctie
M exact of algebraisch zie boven
Bl bereken of bepaal gebruik grafische rekenmachine is toegestaan
B bepaal met behulp van een plot op welke intervallen de ongelijkheid klopt
H let op de randpunten en het domein
m in het voorbeeld geldt: f(x) < g(x) voor [a, 5)
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2.24 familie van wortelfuncties

gX)=a+v-x-a

a Plot de grafiekvangvoora=0,a=1,a=2,a=4ena=6

b Bewijs dat de randpunten van bovenstaande grafieken op TR L (TR
één lijn liggen. —

a ziefiguur hiernaast ——
randpunten vinden met —x—a =0 dus .__:*_—__:___‘:—:'—____
Xx=—adendany=a -:31_,
conclusie: randpunten zijn (-a, a) en deze liggen op _— _— t
de lijn met vergelijking y = —x

2.25 wortelfunctie

De getekende functies hebben een functievoorschrift
van devorm h(x) =a+cVx+b

- Geef van beide functies het functievoorschrift. y 3)
topvanfis (-2,-1)dusy=-1+cVx+2
een puntvan fis (=1, 0) invullen geeft: 1
0=-1+cV-1+2 dus c=1 /—10 n %
conclusie: fix) = -1+ Vx+2 (2) |

topvangis (1,2) dusde formule wordt

y=2+cVx-1

punt van g bijvoorbeeld (5, 3) invullen geeft 3=2+c¢V5-1dusc=0,5
conclusie: g(x) =2 +0,5vVx -1

2.26 bereken exact

a =

a 2x=x-Vx+5 kwadrateren geeft 4x? = x?- (x +5) = x> + 5x?
x3+x*=0dusx*(x+1)=0

x =0 of x=—1 controleren in s

. VXx+5
conclusie: x=0of x=-1

b x?-6x+5=0dusx=10fx=5

= x (kloppen beiden)

controle in X*-6x+5 =0 levert als antwoord alleen x =5 (x =1 vervalt)
VX -2
x> - 6X+5 _

— Vx -1 kruislings vermenigvuldigen geeft

x?-6x+5=x-1 dus x*-7x+6=0 dus (x-6)(x-1)=0 dus x =1 (vervalt) of x=6
conclusie: x=6
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gebroken functie van de vorm y=a+ % y )

B grafiek schetsen .
m teken horizontale asymptoot y=a :&
u teken verticale asymptoot x =c —=cfF--- % === ys
m teken snijpunt y-as f(0) = uitrekenen - \ ! -
m teken twee hyperbooltakken \:e(= c

H eigenschappen
m domein noemer # 0 dus R behalve x = ¢, oftewel R\{c}
m bereik R behalve y = g, oftewel R\{a}
m grafiek is een hyperbool
B puntsymmetrisch ten opzichte van (c, a), het snijpunt van de asymptoten

ax+b
cx+d

B grafiek schetsen gebruik de plot

gebroken functie van devormy =

u teken horizontale asymptoot y =%

H teken verticale asymptoot x = —%

m teken snijpunt y-as f(0) =... uitrekenen
u teken twee hyperbooltakken
B eigenschappen
m domein R behalve als cx + d = 0 (noemer is 0) oftewel [R\{—%}

m bereik R behalvey = %, oftewel [R\{%}

B puntsymmetrisch ten opzichte van (—% %), het snijpunt van de asymptoten

limiet, asympoot, perforatie en sprong

- L C A
B standaard limieten |im —-=0en lim —
X 5 X—=coy

=0 (mitsn > 0)
M rechterlimiet lim f(x) =
xla
M linkerlimiet lim f(x) =
xTa
B horizontale asymptoot y =a als |im f(x) = a of lim_f(x) = a bijvoorbeeld:
. 3 . .
)Iﬂ)‘go<2 +m) =2+ 0 =2 dus horizontale asymptootis y =2
en lim (2 +x—i4> =2-0=2dus horizontale asymptoot is y = 2

I
let op: vanwege de 2 + 0 nadert f de lijn y = 2 van boven, 2 :\\

vanwege de 2 — 0 nadert f de lijn y = 2 van onder.
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. b .y : xX=2
2.27 gebroken functie g(x)=a+57¢ !
- Geef het functievoorschrift van g. q :
horizontale asymptoot van g is / : :
y=-l=a S T N S X
T i
verticale asymptoot van g is x = 2 y=- :
dus x+c=0voorx=2,dusc=-2 '
punt van de grafiek van g is (=2, 0) invullen |
1
- b b _ - -1 4 !
0= 1+_2_2dus -1 dus b=-4dusg(x) = 1+x—2
2.28 horizontale asymptoten
3 —_—
- Bereken de horizontale asymptoten van de grafiek van k(x) = %
X7+ 5x
horizontale asymptoot y = 1% (aan linker- en rechterkant) want
3
I 3x°—-2x+5)\ _ . X x> X |_ X° x’|_3-0+0_3
Lot} (e prsvanl Al (1) e =lm = =5
=\ 2x3 +5x X 2x>  5x 242 2+0 2
X x?
(33 -2x+5) _ 3_%+% 3-0-0_3
ookt~ (252 ) g 025 250503
e
2.29 horizontale asymptoten
X
- Bereken de horizontale asymptoten van de grafiek van f(x) = : Xi' 1
horizontale asymptoot y = 1 want |im ety lim et 1 )-1+0=1
ymp y= x—eo\ @X _ T Xeo eX—1 eX-— - -
X
e—x+lx 1+_X 140
of deel boven en onder alles door ex:lim( X+ ) =lim eX € 1= lim € l-2F"-1
X—>o0 x=| o 1 X—>o0 1 _l 1-0
e e e

horizontale asymptoot y = -1 want lirr

(ex + 1) _0+1_1
2.30 rechter- en linkerlimiet

. x?>-25 . x?-25
- Bereken lim enlim
x5 |x—=5] x5 |x—5]|

[x-5l=x-5voorx>5 en |x-5|=—(x-5)voorx<5dus

Iirrxz_zs=Iin‘(x_5)(x+5)=Iin"(x+5)=10
x5 [x=5] " xls  (x-5) xs 1

. x?-25 . (x-5)(x+5) . (x+5)
lim lim =lim =-10

x5 IXx=5] " x5 —(x-5) x5 -1




40

begrippen en relaties functies en grafieken (lineair-, macht-, wortel-, gebroken-, absoluut-)

B verticale asymptoot als noemer =0 en teller # 0;

mals Iiinf(x) =0 Of Iiinf(x) = —eo dan verticale asymptoot x = a
xia Xxva

m als lim f{x) = e of lim f(x) = —eo dan verticale asymptoot x = a
xTa xTa

voorbeeld
Iim<2 +i> =2+ =oc0en Iim(z +i) =2 — oo =—oodus verticale asymptoot x =4
xla xX-4 x4 xX-4

let op: vanwege de +- nadert f de lijn x = 4 rechtsboven, vanwege de —oo nadert f de lijn x = 4 linksonder.

B scheve asymptoot macht van de teller is één hoger dan de macht van de noemer, dus als

Jim f(x)=ax+b of Jlim fix)=ax+b

voorbeeld
_3x2—x—2
Y=""x=2

. 3x2-x-2 3x(x-2)+5x-2 5(x-2)+8 8
Herschrijven geeft y= =3 - <=3 =3x+ <=3 _3X+5+X__2
danIim(3x+5+i>=3x+5+0=3x+5,

X—re0 xX—-2 y

dus scheve asymptootis y = 3x+5

en ook lim <3x+5+i> =3x45-0=3x+5,
A, X-2

dus scheve asymptootis y = 3x+5

let op: vanwege de 3x + 5 + 0 nadert f de lijn y = 3x + 5 van boven,

vanwege de 3x + 5 — 0 nadert f de lijn y = 3x + 5 van onder.
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2.31 verticale asymptoten
- Bereken de verticale asymptoten van h(x) =

XZ

x*+3x-4
verticale asymptoot x = g als voor x = a geldt: noemer = 0 en teller # 0

noemer: x>+ 3x -4 =0dus als x=—4 en dan teller # 0 en x =1 dan teller # 0

linkerlimiet lim Xiz I _x =lim(—2% - o (ganao) en
xT-4\x%+3x -4 s\ (x+4)(x-1)/ x1-a\-5-(x+4) g
o x? > x2 0 16 _
rechterlimiet )I(ir_r]l(—xz+3X_4 lli T a)x-1) _>|<IL—4<—5 - (x+4)> = (ga na —)
2
X

linkerlimiet Iim< x? )=Iim =lim —1 - (ga na—o)
11\ x%2+3x-4 X1\ (x +4)(x - 1) xT1\5 -

(
linkerlimiet Ilin (x +);2x 4) = Iim((x+4xzx_ 1)> = Qw(ﬁ) =oo (ga na oo)

dus verticale asymptoten zijn x=—4enx=1

2.32 verticale asymptoten

3 —_—
- Bereken de verticale asymptoten van de grafiek van k(x) = 3XT-2X+5

2x2 +5x
verticale asymptoot x = a als voor x = a geldt: noemer = 0 en teller # 0

noemer: 2x>+5x =0 dus x - (2x>+5) = 0 dus als x = 0 en dan teller # O (teller is 5)

3— e
linkerlimiet Iim(%) =lim w =—co (ga na: waarom —oo) en
xTo\ 2x>+5x xTo \ x - (2x*+5)

0-0+5

rechterlimiet lim( —————
10\ x- (2x2 +5)

) = oo (ga na: waarom o)
x40

dus verticale asymptoot is x =0
let op: omdat de linkerlimiet gelijk is aan —- nadert k de lijn x = 0 linksonder, omdat de rechterlimiet gelijk is

aan +ee nadert k de lijn x = 0 rechtsboven

2.33 scheve asymptoten
3x*+5x+8

- Bereken de scheve asymptoot van de grafiek van g(x) = )

scheve asymptoot: macht van de teller is één hoger dan de macht van de noemer.

3x(x+2)-x+8 3x(x+2)-(x+2)+10 3x(x+2) -(x+2) 10

gx) = X+2 N X+2 TTx+2 " x+2 Tx+2
10
dusg(x)=3x-1+ )
. 10 . 10
dus lim(3x-1+—= )=3x-1+0=3x-1en Jim (3x-1+——— |J=3x-1-0=3x-1
X0 X+2 x= X+2

dus scheve asymptootisy=3x-1
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H perforatie P(a, c) in de grafiek als noemer=0en teller=0
mals Iipnf(x) = Iii‘nf(x) = c en f(a) bestaat niet, dan perforatie bij x=a
xla xia

voorbeeld

_x?+x-2 _(x-1)x+2)
Y x?-4x+3 (x-1)(x-3)
PHx+2) . (x+2) 3

dan M e Dix-3) "W x-3) "2
x—1jx+2)

enlim =lim

1 fe—1)(x-3) x1(x-3) -2

y-as

W sprong Sin de grafiek als noemer=0en teller=0

mals Iimf(x) =ben Iii‘nf(x) =cen b #c enf(a) bestaat niet, dan sprong bij x=a
xla XxXva

voorbeeld

_x>-2x?

Y= %=

x3-2x2 x*(x-2) y

dan lim =lim -
X2 Ix=2| X2 =(x=2) xT2

3_ o2 x3(x-2
enlimX =2 _jim, k=2) lim(x?) =4
2 Ix=21  xl2 (x-2) x2

dus lim f(x) # lim f(x) dus sprong bij x = 2
xT2 xl2

let op: vanaf links nadert y tot —4, vanaf rechts nadert y tot 4
ga na dat het linkerdeel van de grafiek hoort bij y = x* en

(2, 4)

42

het rechterdeel bij y = —x* (9}

(2,-4)
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2.34 perforatie en asymptoten

- Bereken de asymptoten en de perforatie van de grafiek van f(x) = 2°-2x-12
ymp p g9 - XZ -9
horizontale asymptoot y = 2 want
2x* _2x _12 2_12
2" 22 2-x" 2
L 2xX°-2x-12 . X X® xX°_ . X _2-0-0_
lim lim lim = =2
X—>too x%2-9 X—>too X2 9 X—>too _ 9 1-0
eI 2
x> x? x

verticale asymptoot als noemer = 0 en teller # 0, perforatie als noemer = 0 en teller =0
noemer = 0 dus x2 -9 =0dus x = 3 of x=—3 invullen in teller:
x=-3geeft2-(-3)2-2--3-12=12#0dus x=—3 is verticale asymptoot want

2t 2x=12 20 -x=6) . 2x-3)x+2) . 20x+2) . -2 _
13 x%2-9 xT3(x=3)(x+3) xM-3(x=3)(x+3) xI-3(x+3) xT-3(x+3)
ox?-2x-12 . 2*-x-6)  2(x-3)(x+2) . 2(x+2) -

lim > =lim = = lim = lim = —oo
x-3  x%-9 x=3(x=3)(x+3) x-3 (x-3)(x+3) x-3(x+3) xi-3(x+3)

x=3geeft2-(3)>-2-3-12=0dus x = 3 geeft waarschijnlijk perforatie

- 2x?-2x-12 . 2(x*-x-6) . 2x-3)x+2) . 2(x+2) 2:(3+2) 10 .2
lim > =lim =lim =lim = =—=—=1=
13 x2-9 M3 (x=3)(x+3) xM3 (x—3)(x+3) «xM3 (x+3) (3+3) 6 3
Cax?-2x-12 . 2(x*-x-6) . 2(x-3)(x+2) . 2(x+2) 2-(3+2) 10 .2
|Im =|Im = 1 = 1 = =_=1_
3 x%2-9 x3(x=3)(x+3) xI3 (x-3)(x+3) xi3 (x+3) (3+3) 6 3
L 2x2-2x-12 . 2x?-2x-12 2 ) 2
lim =lim =1= dus perforatie (3, 1=
)!73 x%-9 ;is x%2-9 3 usp cl 3)
2.35 sprong

| verspringt

- Bereken bij welke waarde van x de grafiek van y = |X2
X

perforatie of sprong als noemer = 0 en teller =0 dus bijx=1

Cox=11 . =x=1) -1
lim =lim =lim(—=)=-1
XM x2—x xM1x(x-1) x1 X
entlim X= 2 _jim X=1__jimdy-q

1 x2-x xix(x-1) xl1 X
dus lim f(x) # lim f(x) dus sprong bij x = 1
xT1 x1

let op: vanaf links nadert y tot —1, vanaf rechts tot 1. Ga na: verticale asymptoot x = 0

2.36 nulpunt en perforatie

2_
- Bereken het nulpunt en de perforatie van de grafiek van f(x) = 2)(74
R X“+5x+6
2)(—_4=Odusx2—4=0dusx=20fx=—2 enx’>+5x+6#0
X“+5x+6

dus (2, 0) is nulpunt. Als x =—2 dan x* + 5x + 6 =0

22 x—-2)(x+2 x-2) -
im 2X 4 lim ( X ) = lim ( )=—4 = -4 dus perforatie (-2, —4)
X5=2y2 Gy 16 X2 (X+ 3)(X+ 2) X—-2 (x+ 3) 1
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gebroken vergelijking exact oplossen

verschillende vormen

foo _ o
| 900 0 geeft f{x) = 0 mits g(x) # 0
fx) _hx)
B vergelijking is te herschrijven tot ——- 900 " ko)
® kruislings vermenigvuldigen geeft f(x) - k(x) = g(x) - h(x) mits g(x) # 0 én k(x) # 0
of
I f) _hex) J) - kG) _he) - gx)
m gelijknamig maken 909~ k) wordt dan 900 ko)~ K09 - g0 geeft
fx) - k(x) = h(x) - g(x) mits g(x) # 0 én k(x) #
Jx) _heo B .
B noemers zijn gelijk —— 900 " g geeft f(x) = h(x) mits g(x) # 0
) f(_X) _ _ .
M tellers zijn gelijk —— 909 = ho geeft f(x) = 0 of g(x) = h(x) mits g(x)#0 en h(x)#0

ongelijkheden oplossen met gebroken functies
B functies gelijkstellen en vergelijking oplossen
m exact of algebraisch maak een berekening zoals boven
H bepaal, los op of bereken gebruik grafische rekenmachine is toegestaan
B maak een schets met behulp van de plot
| stippel in de schets de asymptoten
m let op het domein van beide functies (noemer # 0)
B bepaal met behulp van de schets op welke intervallen de ongelijkheid klopt

voorbeeld
Y i
: g
1
1
- - - - - -I -----
— . y=d

fix) < g(x) voor (t, c) U (s, =)
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vergelijking
- Bereken exact —2 5=5
(x+2)
eerste methode
2 5= 2 kruislings vermenigvuldigen geeft 5 x (x +2)> =2 x 1 dus (x +2)* = 2
x+2? 1 5

-2 =42
x+2—\/;dusx 2+\/;

tweede methode

1
2 =E _3=§ = §>_ = g 3 = — \i/z
2P 1 dus (x+2) > dus x+2 ( ( ) dus x=-2+ z

gebroken vergelijkingen

a

3 _5x-2_
Bereken exact2+- —==3'
x’-x _ x’-x

Bereken exact 3 ==
X“+5x+7 x“+6x+9

x2-5x+6 ()=x2+x—6

Gegeven f(x) = -3 englx )
Bereken exact f(x) < g(x)

- 5 3 _5x-2 4, 3 _5x-2
gelijknamig maken 2+X_—5— 3X16 2 dus 17 X-5"3x%6

q (4x-17)-(3x+6) (x-5)-(5x-2)
Y Tx=5)-(3x+6)  (x-5)-(3x+6)

4-(x=5) 3 _5x-2 ,  4x-17 5x-2
1-(x-5) x-5 3x+6 X-5 3x+6

(4x=17)-(3x+6) = (x-5)-(5x-2) dus 12x% - 27x — 102 = 5x* - 27x + 10 dus 7x* = 112 dus
x2=4dus x =2 (x =-2 vervalt)

tellers zijn gelijk dus x> = x=0 of X2+ 5x+7=x>+6x+9
x(x-1)=0 of x=-2, y-as
x=0o0fx=1 conclusie: x=00of x=1 of x=-2 3/2/,5)
noemers zijn gelijk dus x*-5x+6=x>+x-6 /
dus —-6x =-12 dus x =2 en noemer # 0, dus x # 2 g

.. . o) 3 Xx-as
dus geen snijpunten, zie figuur /({’_1)

osxe6_(-3x-2)  xlex—g_(x+3)x-2) ’

N2 T x-2) 27 ox-2 0 (x-2)

conclusie: x e («,2) U (2, >)
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functies met absolute waarden
M y=|f(x)| alle y-waarden worden positief genomen
bijvoorbeeld [-21 = 2, I3 = 3, [0] = 0 N y=i
my=|x| isy=xalsx>0eny=-xalsx<0
m A)] = () als f1x) 2 0 en [f(x)] =—(x) als fix) < 0 o
voorbeelden '
gegeven zijn de functies f(x) = IxI, g(x) =[x - 2| en h(x) = Ix| - 1
m door welke afbeeldingen ontstaan de grafieken van g en h uit de standaardfunctie f?
f{x) = |x| transleren over (2, 0) geeft g(x) = |x — 2|
f{x) = |x| transleren over (0, —1) geeft h(x) = [x| -1
| plot de grafieken en geef van de functies het domein, het bereik
fix) =1x1 domein=R en bereik = [0,—)
g(x) = Ix=2| domein =R en bereik = [0,—)
h(x) =1xI -1 domein =R en bereik = [-1,—)

Tizabuliid=1

oplossen vergelijking met absolute waarde
M isoleer de absoluutvorm werk toe naar

[ |f(x) |= g(x) los op f(x) = g(x) en f(x) = —g(x) en controleer de antwoorden
m [0 [=1g0d| Tos op £1x) = g(x) en fix) = —g(x)
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2.39 functie met absolute waarde

. . Tizabgik= I =X} ¥
Gegeven zijn de functies \ i
a fix)=Ix*-xl hY !
b g(x)=Ix?l -12x| ol of
Plot de grafieken en geef van de functies het domein,
het bereik en maak een schets (onderzoek de functies REL) SEL]
eventueel met behulp van de grafische rekenmachine). ———rr—— -
a fix)=Ix*-xl . f
domein = R en bereik = [0,—) "'.' IIJ"'I
b g(x) = Ix? - 12x] 'x_ i
domein = R en bereik = [-1,—) S | e,
] ¥=0

2.40 oplossen vergelijking met absolute waarde
a Bereken exact |x - x*| = 13x + 1

= 3x1 . e

b Bereken exact |x - x

a x-x>=3x+lofx-x?=-3x-1 Vo £
x*+2x+1=0 of x?-4x-1=0 (abc-formule) A .-
(x+1)2=0 of a=1,b=-4enc=-1 I‘I\x f,-"J
o1 of  xpp=2445 - .r._“:{_.a .......

b x-x?=3x+1 of x-x>=-3x-1
x*+2x+1=0 of x?>-4x-1=0 zieverder bija
x=—1(vervalt, want |-2| # -2) of x;,=2% 5 (voldoen beide, zie plot)

controle levert als antwoord x;, =2 £ V5

2.41 ongelijkheid
- Bereken exact |x? - 4x| < x

Ix? - 4x| = x dus '-'I=II-|l;-r.-:: T _.'I-I
X2 —4x=x of xX*—4x=-x II". . ?l
x*=5x=0 of x2—3x=0 I"._ ’ e - *_'_. I_-'I
x=0 ofx=5 of x=0 of x=3 ...-, "

plot de grafieken van y; = [x? - 4x| en y, = x ot ] ¥a)

controleer de oplossingen in de plot
lees af voor welke x de grafiek van y; onder of op die van y, ligt

conclusie: x=0 of 3<x<5 of metdeintervalnotatie x {0} U [3, 5]
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afbeeldingen transformaties van y = f(x)

M spiegeling
minde x-as y=—f(x) flx) g W
mindey-as y=f(-x)
m in de oorsprong y = —f(—x) 0 x
M verschuiving of translatie m m

m verschuiving met (a, b) y=f(x—a)+b

B vermenigvuldiging
B met a ten opzichte van de x-as geeft y = a - f(x) o

(a
E met a ten opzichte van de y-as geeft y =f(% . x)
B combinaties van afbeeldingen Y
my=a-flcx—b)+d (cniet buiten haakjes)
let op volgorde van afbeeldingen van y = f(x)
m translatie over (b, 0) dus y =f(x—b)

m vermenigvuldiging t.ov. de y-as met % dus y =flcx—b)

OIS
= B

m vermenigvuldiging t.ov. de x-as meta dus y=a- flcx—b)
m translatie over (0,d) dus y=a-flcx—b)+d of y—d=aflcx—b)+d
my=a-flc(x-Db))+d (cbuiten haakjes)
let op volgorde van afbeeldingen van y = f(x)
m vermenigvuldiging t.ov. de y-as met% dus y = f(cx)
m translatie over (b, 0) dus y = f(c(x —b))
m vermenigvuldiging t.ov. de x-as meta dus y=a - flc(x— b))
m translatie over (0,d) dus y=a-flc(x—b))+d of y—d=a-f(c(x—Db))
M inverse functie spiegelingin delijny=x
® (x, y) wordt afgebeeld op (y, x)
mfla)=b danf™(b)=a
m berekening verwissel x en y en herschrijf tot y =

m domein en bereik worden verwisseld

m bewijs dat een fde inverse functieisvan g
twee manieren
m substitueer g(x) in f(x); er moet dan gelden f(g(x)) = x want f{f ™(x)) = x
of
m verwissel de x en yin g(x), herleid tot y = ... en laat zien dat dit de formule van
fix) oplevert
W geeninverse niet bij alle functies bestaat de inverse functie
voorbeeld
f(x) = x*dus y = x2. Spiegelen we de parabool in de lijn y = x dan
ontstaat een liggende parabool en dit is geen functie
verwissel x en y geeft x = y2
herschrijven tot y = geefty®=xdusy=vx ofy =-vx
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inverse functie en afbeeldingen

a Bepaal de inverse functie vany = 3 + 5X2_ 3
b Door welke achtereenvolgende afbeeldingen ontstaat de grafiek van
- 2 i =1
y=3+ Sx_3 uit de grafiek vany = 3
a xenyverwisselen: x=3+ 2
’ 5y-3
= Ty s o —3=_2_
tot y = ... herschrijven: x—3 5y -3 dus 5y-3 -3
- 2 =3,_2
Sy=3+,"3 dusy= st ox-15
1 T(3,0) 1 vermenigvuldiging t.ov. de y-as met% 1
b y=% Y=x-3 Y=5x-3
vermenigvuldiging t.ov. de x-as met 2 2 7(0,3) . 2
V=5x-3 V=2 53

inverse functie en afbeeldingen
2x-1
X+3

a Bepaal de inverse functie van f(x) =

b Door welke achtereenvolgende afbeeldingen ontstaat de grafiek van

_2x-1 . _1
flx) =S5 uit de grafiek van y =5
. 2y-1
a xenyverwisselen: x=—"——

tot y = ... herschrijven: x-(y+3)=2y-1dusxy+3x=2y-1

xy-2y=-3x-1ldusy:(x-2)=-3x-1dus y=_i{—_21
. 2x-1_2x+3)-7 _ 7
b herschrijf feerst: f(x) = 73 - x33 ~2*x3i3
1 T(-30) 1 vermenigvuldiging t.ov. de x-as met - 7 =7
V=% Y=x+3 V=53
7(0, 2) -7
Y=24573

inverse functie
a Bepaal de inverse functievany = Vx -4 +5
b Laat zien dat g(x) =y %x - % de inverse functie is van f(x) = 2x> + 1

a domein =[4, —) en bereik = [5, —)

xenyverwisselen: x=1/y-4+5

tot y = ... herschrijven: x-5=+/y-4 dus

(x=5)>=y-4 dus (x-5)®+4=y dus y=(x-5)*+4 met domein =[5, =)
b te bewijzen f(g(x)) = x

fix)=2(g(x))*+1=2- (a%x—%)3+1=2~(%x—%)+1=x—1+1=x




begrippen en relaties functies en grafieken (lineair-, macht-, wortel-, gebroken-, absoluut-)

symmetrie van y = f(x) bewijzen
M lijnsymmetrie ten opzichte van de y-as bewijs f(x) = f(-x)
m vervang x door —x. Werk om tot het originele functievoorschrift f{x)
B lijnsymmetrie ten opzichtevanx=a
m transleer over (—a, 0) vervang elke x in de functie door x +a
® g(x) = g(—x) bewijzen in de nieuwe functie g(x) = f(x + a), zie hierboven
B puntsymmetrie ten opzichte van (0, 0) bewijs f(x) = —f(-—x)
B puntsymmetrie ten opzichte van (g, b)
m transleer over (—a, -b) f(x) wordt f(x +a)—b
B g(x) =—g(-x) bewijzen in de nieuwe functie g(x) = fix+a)—b

functies met een parameter zie voor de grafische rekenmachine H8 en H9

B parameter is een letter, bijvoorbeeld p of a, waarvoor verschillende getallen ingevuld
mogen worden; per getal ontstaat één grafiek. Door verschillende waarden van de

50

parameter te nemen, ontstaat een familie van functies en een bundel van grafieken.

voorbeelden
® f,(x) = ax +5 verzameling lijnen door (0, 5) bundel Wﬂ
grafieken tekenen voora=-2,1,3en4 " :-"'
met GR: y; ={-2,1,3,4}x+5 \ (¥

m f,(x) = px* + 5 verzameling parabolen met als top (0, 5)

formules met meerdere variabelen

B analyseren van de formule

m variabelen kies twee variabelen (letters); de variabelen komen op de assen van de
grafiek; onderzoek de bijbehorende grafiek, bijvoorbeeld met behulp van de

grafische rekenmachine;

m parameters beschouw de andere variabelen als parameters waar steeds andere

getallen voor ingevuld kunnen worden
B manieren van opschrijven
B v=... bijvoorbeeld: druk v uit in p of schrijf v als functie van p;

® v wordt uitgezet tegen p v op verticale as en p op horizontaleas ~ 2°
B formule maken bij een oppervlakte
m oppervlakte driehoek OAB bijvoorbeeld A is een punt op de grafiek
van fen Bis de projectie van A op de x-as dan =

oppervlakte = 3 basis - hoogte = % - x f(x)

afstanden tussen grafieken
B verticale afstand d tussen grafieken fen g is d = |f(x) - g(x)|
M horizontale afstand h tussen grafieken fen g is h als geldt f(x) = g(x + h)
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2.45 symmetrie

- Bewijs dat de grafiek van f(x) = symmetrisch is ten opzichte van de lijn x = 1

X -

grafiek verschuiven over (-1, 0) en dan symmetrie in x = 0 bewijzen

3 __3
(x+1)2-2(x+1) x>-1
-3
x*-1 (=x)?-1

T(-1,0) dus fix + 1) = g(x) =

g(x) = g(=x) want dus grafiek van g is symmetrisch t.ov. de y-as

conclusie: grafiek van fis symmetrisch t.ov. de lijn x = 1

2.46 symmetrie
- Bewijs dat de grafiek van f(x) = )2(;_)3( symmetrisch is ten opzichte van (2, —1)

grafiek verschuiven over (=2, 1) en dan symmetrie in (0, 0) bewijzen

(x+2)-3 _ x-1

2-(x+2) S+ =90

T(-2,1) dusflx+2)+1=

g(x) = —g(—x) want % = —_—1X dus grafiek van g is symmetrisch t.ov. (0, 0)

conclusie: grafiek van fis symmetrisch t.ov. (2, -1)

2.47 verticale afstand
Gegeven zijn de functies f(x) = x*en g(x) = (x + 1)*
- Bereken exact voor welke waarden van x de verticale afstand tussen de twee grafieken van f
en g gelijk is aan 2
er geldt dus |f(x) - g(x)| = 2
dus |x? = (x+1)?| =2 dus [x* - (x> + 2x +1)| =2 dus |-2x - 1| =2
dus-2x-1=20f-2x-1=-2 dus x=-1,50f x=0,5

2.48 horizontale afstand

Gegeven zijn de functies f(x) = x? en g(x) = (x + 1)*

- Bereken voor welke waarden van x op de grafiek van f de horizontale afstand tussen de twee
grafieken van f en g gelijk is aan 0,5
er geldt dus f(x) = g(x +0,5) of f(x)=g(x—0,5)
f(x)=g(x+0,5) dus x?=(x+0,5+1)*dus
x%=x2+3x+2,25dus x =-0,75
fix) =g(x—0,5)dus x?=(x-0,5+1)*dus 05
x?=x%+x+0,25 dus x = —0,25
conclusie: het horizontale verschil tussen de twee

y

-1 O X

grafieken van f en g is gelijk aan 0,5 voor x = —0,25 of x =—0,75
ga na: f(-0,75)=(-0,75)%=0,5625 en g(-0,25) = (-0,25 + 1)? = 0,75% = 0,5625 én
f(~=0,25) = (-0,25)? = 0,0625 en g(-0,75) = (0,75 + 1)® = 0,25° = 0,0625
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hoofdzaken
M lineaire functies f(x)=ax+b eng(x)=px+q

Ay Ya-Ye
B rc =X " Xq-Xp

M richtingshoek o berekenen met tan(o) =

overstaande zijde

— 7 ..;_-1IC
aanliggende zijde
m o = invtan(r) of tan”!(r)

M f// g als a=p (richtingscoéfficiénten gelijk)
M flg alsa-p=-1(product van de richtingscoéfficiénten is —1)
M y=d horizontale lijn
M x =c verticale lijn
M y =ax evenredig verband
kwadratische functies, parabool f(x)=ax?*+ bx+c
my =a(x—p)?+q topvergelijking
B y = a(x—b)(x—c) nulpuntenvergelijking
M vergelijking exact oplossen herleiden op 0 en ontbinden in factoren,

—-b+Vb?-4ac

m kwadraatafsplitsen of abc-formule x; , = 2a

4
machtsfuncties f(x) = x" en f(x) = x*
M vergelijking f(x) = a exact oplossen
het aantal oplossingen hangt af van a en de exponent. Maak altijd eerst een plot ter controle. Zie voor details het

hoofdstuk bij hogere graads functies en functies met een gebroken exponent.
1 1
m x"=a levert misschienx=a"=Va of x=-a"=-Va

| xg = a levert misschien x = a% =Va®
B controleer (aantal) antwoorden met een plot
M ongelijkheden houd rekening met randpunten en asymptoten
hogere machtsfuncties f{x)=ax"+b""+..+ c
B vergelijking exact oplossen: herleiden op 0 en grootste macht van x buiten haakjes halen,
verder ontbinden in factoren of herken een bijzondere vorm
M controleer (aantal) antwoorden met een plot
wortelfuncties fix)=a+bvVc-x+d

M halve liggende parabool met randpunt (—% a)

B vergelijking exact oplossen: wortel isoleren, links en rechts kwadrateren, antwoord altijd
controleren
B ongelijkheden: houd rekening met randpunten en het domein
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2.49 vergelijkingen gemengd

2
X“—6x+5

a Bereken exact =———=0

Vx =2

2Xx
VX+5

2_
a let op domein XSS 6XHo) wortel en breuk, dus x > 2

VX -2

x2-6x+5=0dusx=5 (x=1vervalt)

b Bereken exact = IX|

b let op domein wortel en breuk, dus x > =5

2X
Vx+5
2x=-X-Vx+50f2x=x-Vx+5

4x%=x?- (x+5) = x> +5x>
x3+x?=0

x}(x+1)=0

x=00of x=-1

controle levert als antwoord x = 0

2.50 denkactiviteit: oppervlakte driehoek
Gegeven is de functie f(x) = (x - 6)2
Punt P beweegt zich tussen x = 0 en x = 6 over de grafiek van f.
De verticale lijn door P, de x-as en de lijn door O en P vormen een driehoek.

- Bereken de maximale oppervlakte van de driehoek.

Analyse (onderstreep, maak een schets, bepaal de deelvragen): y-a
Deelvragen:
Pligt op de grafiek van f. Geef de codrdinaten van P.
Maak een formule voor de oppervlakte van de driehoek.
Gebruik de grafische rekenmachine om de oplossing te vinden

0 x-as
Wat noteer je / oplossing:
P=(x (x- 6)2) s SH = GhAs LA

_1 2_13 2 1
opp.—i-x-(x—6) =5X7 = 6x"+18xmet 0 < x< 65 .
.-.__.-' e
plot y, =%x3 — 6x2 + 18x met WINDOW [0, 6] x [0, 25] / \
f )

CALC Max geeftx=2eny=16 F —

conclusie: de maximale oppervlakte is 16 voor x = 2
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hoofdzaken vervolg

ax+b
cx+d of

B twee hyperbooltakken

gebroken functies f(x) = fix)=a+ %

B asymptoten verticaal als noemer = 0 en horizontaal bepaal lim_f{x)
B vergelijking herleiden op het quotiént % = % en kruisproduct AxD=BxC

M controleer (aantal) antwoorden met een plot
M ongelijkheden houd rekening met asymptoten
functies met absolute waarden y = [f(x)| alle y-waarden worden positief genomen
B ()] = () als fx) 2 0 en [flx)| = ~f(x) als fix) < 0
B vergelijking herleiden op [f(x)] =g(x) of |f(x)|=|g(x)]
afbeeldingen transformaties van y = f(x)
M verschuiving of translatie met (a, b) geefty=f(x—a)+b
B vermenigvuldiging met a ten opzichte van
B x-as geefty=a-f(x)

H y-as geeft y=f<% . x)

M inverse functie spiegelingin delijny=x;als fla)=b dan geldt f™(b)=a
m berekening verwissel xen y en herschrijf tot y = ...

lijnsymmetrie ten opzichte van de y-as bewijs f(x) = f(—x)

puntsymmetrie ten opzichte van (0,0) bewijs f(x) = —f(—x)

parameter a iny = f,(x) geeft een bundel van grafieken.

verticale afstand d tussen grafieken fen gis d = |f(x) - g(x)|

horizontale afstand h tussen grafieken fen g is h als geldt f(x) = g(x + h)
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2.51 denkactiviteit oppervlakte rechthoek
Gegeven zijn de functies f(x) = x* en g(x) = V. Op deze grafieken liggen op dezelfde
hoogte de punten A(a, f(a)) en B(b, g(b)). De verticale lijnen door A en door B, de x-as en de
horizontale lijn door A en B vormen samen een rechthoek.

- Druk de oppervlakte van deze rechthoek uit in a.
Analyse (onderstreep, maak een schets, bepaal de deelvragen):
Oppervlakte rechthoek dus lengte maal breedte dus bereken breedte d en hoogte f(a)
Op dezelfde hoogte dus f(a) = f(b) met d de afstand tussen A en B
Druk de oppervlakte uitin a

Deelvragen:

Druk de punten Aen Buitina £
Bereken horizontale afstand d = AB

Geef een formule voor de rechthoek

(57| bocoaoaooooaoos

Wat noteer je / oplossing: I b a1
A=(a,a’)enb=(bVb)end=AB

voor de linker rechthoek geldt: a* = Vb =va-ddusa’=a-ddusd=a-a*
voor de rechter rechthoek geldt a*=vb =Va+d dusa*=a+ddusd=-a+a*

conclusie: oppervlakte opp. = la - a*| - a*

2,52 denkactiviteit afstand
Gegeven is f(x) = x2 - 4x| en de lijn y = px
Deze lijn snijdt de grafiek van fin de punten A en B (en O) waarbij B twee keer zo ver van O
af ligt als A.
Bereken de waarde van p.
Analyse (onderstreep, maak een schets, bepaal de deelvragen):
Genoemd worden de punten A(a, b) en B(c, d)
B ligt twee keer zo ver van O af als A, dus B(2a, d)
Met behulp van fen y zijn c en d uit te drukken in a
Dus twee onbekenden a en p, dus stelsel van twee vergelijkingen ontwikkelen en oplossen.
Deelvragen:
Druk c en d uit in a en ontwikkel het stelsel van twee vergelijkingen.
Wat noteer je / oplossing:
A(a, b) en punt B(c, d) zijn te schrijven als A(a, pa) en B(2a, 2pa) want op de lijn y = px
Aligt op f(x) = [x? - 4x| = -x? + 4x (zie schets) dus voor A geldt —a* + 4a = pa dus

p=—a+4

Bligt op f(x) = [x? - 4x| = x> - 4x dus voor B geldt (2a)* - 4 - 2a = d 4
2pa dus 4a® — 8a = 2pa dus

2a°—4a=pa dusp=2a-4

p=2a—4 enp=—a+4 dus2a—4=—a+4 dusa=§en

conclusie:p=—§+4=§ -0 4 X

conclusie: p =§



begrippen en relaties functies en grafieken (lineair-, macht-, wortel-, gebroken-, absoluut-) 56

denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen
B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen
bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op
m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)
denk aan
schets
vergelijking opstellen en oplossen
formule herschrijven naar andere vorm
waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
welke rekenregels passen bij het probleem, welke regels kun je gebruiken?
abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele

rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij de theorie van dit hoofdstuk speciaal rekening met
m verband tussen twee rc’s bij loodrechte of evenwijdige lijnen
m domein, randpunten, verticale, horizontale en schuine asymptoten
m het goed wegwerken van de haakjes
m goed rekenen met minnen en plussen
m aantal antwoorden (zijn er meer antwoorden, voldoen alle antwoorden)
m limieten
B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
® oplossing met alle stappen
m controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer
m heb je de tussenberekeningen goed opgeschreven?
m heb je antwoord gegeven op de vraag?
m is het antwoord logisch?
m klopt de afronding?



toelichting 57

2.53 denkactiviteit lijnstuk en parabool
Gegeven is de functie f(x) = 8 —%xz met domein [0, 4].
P(0, 8) en Q(4, 0) zijn de randpunten van de grafiek en R is het punt (a, 0) met a > 4
PR snijdt de grafiek van fin het midden van lijnstuk PR.
- Bereken exact de waarde van a.
Analyse (onderstreep, maak een schets, bepaal de deelvragen):
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is

niet toegestaan. 4

Het midden van P(0, 8) en R(a, 0) is het snijpunt S.

Voor het snijpunt S moet gelden: de y-codrdinaat is 4

Wat noteer je / oplossing: S

Voor snijpunt geldt: 4 = 8 —%xz dus %xz =4dus

X2=8dUSX5nijpunt= \/§ / o Q\ R X

conclusie:a=2vV8=2-V4-2=4V2

2.54 denkactiviteit horizontaal verbindingslijnstuk
Gegeven zijn de functies f(x) = % eng(x) = % met x > 0.
X

Voor b > 1 snijdt de lijn y = b de grafieken van g en f. Voor een zekere waarde van b is de

lengte van het verbindingslijnstuk tussen de twee snijpunten maximaal.
- Bereken exact de waarde van b.

Analyse (onderstreep, maak een schets, bepaal de deelvragen):

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

De lengte van het lijnstuk is x; — x5 Druk de lengte uit in b.

Maximum, dus er moet gebruik gemaakt worden van differentiéren.

Wat noteer je / oplossing: ) yif g
=b*-p™ 4ts R

¥ =b.dus de lengte van het lijnstuk is x,; — x¢ =

S
Sy

Maximum, dus afgeleide = 0

T W S 1 1 B
Afgeleideis-=b *+b™ " =-———=+—=
s 2 2bVb b2
1 1 1 1
Dus opgelost moet worden: —=—+-==0dus =L
Pe 2bVb  b? 2bVb  b? %

kruislings vermenigvuldigen levert b2 = 2bvb dus b2 - 2b2 = 0

dus b (b>=2)=0dusb=4 (b=0vervalt)

De lengte van het horizontale lijnstuk is dan

1 .1_1 _1_1_1_1 T ia
Vb b va 4 2 4 4

. s - dL
conclusie: de maximale lengte is 7

Ya V2 1 X
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Exponentiéle en logaritmische functies

rekenregels voor machten

Ha=1
Ha=a
[ ab_ac=ab+c
b
a -
W ab:a°=%_=a"

. a
W (ab) =a®¢
M (a-b)=ab

. »_1
M negatieve exponenten a7 ==
aPf

B gebroken exponenten a:={a’=va detwee in het wortelteken wordt weggelaten
Mai=Ya spreek uit de g-de machtswortel uita

P
Hai=Va’ spreek uit de g-de machtswortel uit a tot de p-de

W a=10"%8@ dus bijvoorbeeld 7 is te schrijven als 7 = 10'°%8(") ~ 10%84°
Ha-= eln(a}

wetenschappelijke notatie voor een getal g heeft de vorm:
M g-10" met 1<a<10en neen geheel getal
voorbeeld
0,00001234 =1,234-10° en 123450000 = 1,2345 - 10®

e het getal van Euler
M e=2,718281...

1
He=lim@1+x)x
x—0

exponentiéle vergelijking algebraisch oplossen

werk bijvoorbeeld toe naar één van onderstaande mogelijkheden
B schrijf met dezelfde grondtallen tot a” = a® of e” = ® dan geldt A= B
Had=c

B c>0 twee mogelijke manieren van oplossen

log(c) In(c)
log(a) ~ In(a)
m benaderen met behulp van de grafische rekenmachine (zie H8 en H9)

m x="log(c) =

B c<0 de vergelijking heeft geen oplossing
B e*=c dus x=In(c) (mits c>0)
M stel bijvoorbeeld e* = p of a*=p om de vergelijking te vereenvoudigen

voorbeeld

e -3e*-4=0neem p=e”dan geldt e = (e*)? = p? en dan is de vergelijking te

vereenvoudigen tot p>-3p-4=0dus(p-4)(p+1)=0dusp=4ofp=-1
dus e*=4dus x=1In 4 (en e* = -1 heeft geen oplossing)
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3.2

toelichting 59

veranderen van grondtal
f(X) =% 52x+2
a Herschriff f(x) tot de vorm b - g*
b Herschriff f(x) als macht van e
a flx)=2-5"*?=2.5%.52=2.25%.25=50. 25
b f(X) =50.25%= eIn(SO) . (eln(ZS))X — eIn(SO) . exln(25) - eIn(50)+xln(25) ~@39+32:x

vergelijking
Los algebraisch op

a 3-9%%=27 e e¥-2e¥*+1=0 i 4+3.2%=5
X

b 3-5%4=12 f 4-(%) +3%1=g j Ver=2

c (0,1)*=100"" g 3x-e¥-2x=0

2 e2X+1
d e®-4e*X=45 h =——=5
e

a 3-(39)7"=3
31.3%+10- 33 qus 3%*11-33 dus 4x+11=3 dusx=-2
b 5%*=4dus2x-4 ="log(4) dus x=0,5-"log(4)+2~2,43
(zie H8 en H9 voor berekening van ®log(4))
g g

c (1%):(102)”1 dus (107" = (102" dus 107~ = 10%*2 dus—x=2x+2dusx=—§
d e®-4e¥-45=0 stel e*=p

p*>-4p-45=0 dus (p+5)(p-9)=0 dusp=-50fp=9

eX=-5 (heeft geen oplossing) of e*=9 dus x =In(9)
e e®-2e¥4+1=0 stel e¥*=p

p>-2p+1=0 dus(p-1)>=0dusp=1 dus e¥*=1 dus 3x=0 dusx=0

X
f a-(L) +3%1=8 dus 4-L+3%.31=8 dus 4- = +3-3¥=8 stel 3¥=p
3 3% 3%

%+3-p=8dus%=8—3-p kruislings vermenigvuldigen: 4 =8p—3p? dus 3p°—8p+4=0
\ 2_ . .
p=%dus p=20fp=% dus3¥=2 of3"=% dus

x="3log(2) of x= 3Iog(%)

g 3x-e*-2x=0 dus x(3e¥-2)=0 dusx=0 of ex=% dus x=0 ofx=|n(§>

2x+1

h eex =5 dus e'=5 dus x+1=1In(5) dus x=-1+In(5)

i 4¥-3.2*=-5 dus (2¥?-3-2.2%=-5 dus (20?-6-2*+5=0 stel 2¥=p
p>-6p+5=0 dus (p-1)(p-5)=0 dusp=1ofp=5 dus 2¥=1 of 2*=5 dus
x=0 of x="log(5)

j VeX=2 kwadrateren geeft e*=4 dus x=In(4)
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exponentiéle functies standaardvorm
B y = g* standaardfunctie g>0
eigenschappen

B xe R domeinis R

my>0 bereikis (0, =)

m g>1 de grafiek stijgt

B 0<g<1 degrafiek daalt

m y =0 horizontale asymptoot

malsg>1dan lim (g)=0
mals0<g<1dan Jim(g*)=0

B y = e standaardfunctie met grondtal e

exponentiéle functies algemene vorm
B y=a-e™™ b1 isafteleiden uit de standaardfunctie y = e
eigenschappen
®m xe R domein
m y = ¢ vergelijking van de horizontale asymptoot
| horizontale asymptoot

bereken |im f(x) en lim f(x)

voorbeeld

e d(x-b)

Voor d >0 geldt: |im (a-e?Pi)=ccen lim (a- +¢)=cdus
X—00 X——00

horizontale asymptootis y=c

ontstaat uit de standaardfunctie door achtereenvolgens (zie ook H2)
m vermenigvuldiging met a t.ov. de x-as: formule wordty =a-e*
1
d
m verschuiving (b, 0) formule wordty=a-e

dx

B vermenigvuldiging met = t.owv. de y-as: formule wordty=a-e

d(x—b)
m verschuiving (0, ¢) formule wordty =a-e?*=b) 4 ¢

let op volgorde: eerst de vermenigvuldiging met % t.ov. de y-as, daarna de verschuiving (b, 0)
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3.4

3.5

toelichting

grafiek

- Teken de grafiek van f(x) = 3 - e***
horizontale asymptoot: y =3
snijpunt met x-as: 3 =e** dus 2x—1=1In(3) dus
x=0,5+0,5In(3) = 1,05 dus (1,05; 0)

enkele punten (-1; 2,95) (0; 2,63) (2; —17,09)

exponentiéle functie
Gegeven f(x) =3-2"*?—4

a Geef aan hoe de grafiek van f uit die van de standaardgrafiek y = 2* ontstaat.
b Schets de grafiek van f.
¢ Bereken in twee decimalen nauwkeurig het snijpunt met de x-as.
d Welke waarden neemt y aan voor x < 5? Y
e Herschrijfffindevormy =a-b*+c g
verschuiving over (-2,0
a _)/ = 2x g ( ) _)/ - 2x+2
e xi2 vermenigvuldigen t.ov. de x-as met 3 y-3- yxi2 fl__
o ——
verschuiving over (0,4 Jo|
y=3_2x+2 8 ( ) y=3'2x+2_4
b zie figuur hiernaast; horizontale asymptootisy=—4 == ----- --

c 3:2%2-4=0 dus 3x2¥%=4 dus 2X+2=§
4 |Og(§>
X+2=2|og<_) = ~0,415037. ..
3 log(2)

x=~-1,58 dus snijpunt is (—1,58;0) controleer dit met de grafische rekenmachine
d x=5 dus y=3-2?-4=380en horizontale asymptoot is y = —4

uit de grafiek volgt nu—4 <y <380 voor x< 5
e y=3-22-4=3.22.2-4=12-2"-4

functie en horizontale asymptoot

Gegeven g(x) = 3000 - (1 —e*?)
a Geef aan hoe de grafiek van f uit die van de standaardgrafiek y = e* ontstaat.
b Geef de formule van de horizontale asymptoot van de grafiek van g.

verschuiving over (2,0)

a y=e y=e"7?
y=eX'2 spiegeling in de x-as P X2
verschuiving over (0,1
y=_ex—2 8 (0,1) y=1—ex_2
vermenigvuldiging t.ov. de x — as met 3000
y=1-e2 S BT y=3000(1 - e*?)

b Bedenk wat er gebeurt met e
lim (3000 - (1 -e*2)) = 3000 - (1 - 0) = 3000
X——00

De horizontale asymptoot is y = 3000 (aan de linkerkant van de grafiek)

voor grote negatieve waarden van x zoals —1000, —10000
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afgeleide f' en primitieve F van exponentiéle functies f

A= e Fl=e* £l =e*
let op: functie en afgeleide van f(x) = €* zijn dus hetzelfde
_L. X — X ) = A% - L AX
B F(x)= In(@) a fix)=a f'x)=a*-In(a)=1In(a)-a

gebruik kettingregel bij onderstaande functies

B F(x) = %e“" fx)=e™ f'x)=a-e*
A e feg” f¥=a-Inlg)-g*

exponentiéle groeifunctie hoeveelheid neemt met een vast percentage toe of af
B N=b-g' isde algemene vorm
H b is beginhoeveelheid opt=0
| g is groeifactor per tijdseenheid per tijdseenheid wordt de waarde steeds met
hetzelfde getal vermenigvuldigd
m g>1 erisexponentiéle groei; de grafiek stijgt; er is toename
m 0<g<1 erisexponentieel verval; de grafiek daalt; er is afname
m g*/? is de groeifactor per halve tijdseenheid

B controleren of er exponentiéle groei is als de tabel gegeven is controleer dan of voor even
lange tijdsintervallen de quotiénten (delingen) gelijke uitkomsten geven dus

N(1) N(2) N(3)
NO) TN T N@) T
M groeifactor g bepalen

tabel gegeven

m twee opeenvolgende waarden voor N gegeven dan bijvoorbeeld
N(@) _NR) _NB)

“NE) TN TN S

m twee punten gegeven die niet één tijdseenheid uit elkaar liggen dan

1
N(p)\ P
o)
N(q)
H p% toename g=1 +Len p% afname g= 1—L
100 100

voorbeeld
250% toename g=3,5

log(0,5) In(0,5
M halveringstijd t berekenen met g'=0,5, dus t = 8(0.5) _In(0.5)

tijd nodig om de

log(g)  In(g)
hoeveelheid te halveren; deze tijd is onafhankelijk van de beginhoeveelheid
log(2) In(2
M verdubbelingstijd t berekenen met g' =2, dus t= og(2) = Mtijd nodig om de
log(g)  In(g)

hoeveelheid te verdubbelen; deze tijd is onafhankelijk van de beginhoeveelheid
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afgeleide

Bereken de afgeleide van
a ( ) 2x+1
b g(X) = 52x+1

¢ h(x)=

pers
a fllx)=2-e***

b g'(x) =In(5)-2- 5% (denk aan de kettingregel)
-2

¢ hix)=—;=e endush'(x)=-2-e ===

e e
primitieve
Bereken de primitieve van
f(X) - e2x+1
g(x) = 52x+1

1
h(X) = ?

S Q

a

a F(x)= % o @

b Gix)=— -2

1 2x+1
-5
In(5) 2

(g}

1 -2x 1 =2X =il
h(x)=——=e" endusH(x)=—=-e =
( ) e2 ( ) _2 2 ez)(
groeifactor, groeipercentage
a De groeifactor per week is 1,4.
Bereken de groeifactor en het groeipercentage per dag en per vier weken.
b De groeifactor per etmaal is 0,8.
Bereken de groeifactor per uur en per twee dagen.
1
a g=1,4per week dus gperdag = 1,4” =1,0492 dus het groeipercentage = 4,92% per dag
Giper vier weken|= 1,4% = 3,8416 dus het groeiperlcentage =284,16% per vier weken
b g=0,8 per etmaal (24 uur), dus gpe yur = 0,8** = 0,9907... €N Gper twee dagen = 0,8%=0,64

groeifactor
Een bacterie groeit met 60% per twee jaar.
- Bereken de groeifactor en het groeipercentage per maand.

groeifactor per twee jaar (24 maanden) is 1,60 dus de groeifactor per maand ( 1 zVan twee

jaar)is 1,60(“) 1,01978 dus het groeipercentage is 1,978% oftewel ongeveer 2%
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groeisnelheid (zie ook hoofdstuk 5 differentiéren)
M voort=a is gelijk aan de afgeleide waarde int=a

basisregels voor logaritmen

M “log(c)= b dangeldta’=cmitsa>0éna#1,beR,c>0
min()=bdanc=¢’
m %log(1) =0 want a°=1
m %log(a) =1 want a'=a

M log(c) = *°log(c) de 10 als grondtal wordt meestal weggelaten

B In(c) = ®log(c) natuurlijke logaritme; logaritme met grondtal e (= 2,718281...)

rekenregels voor log(aritmen)
log(c) 9log(c) _ In(c)
log(a) Ylog(a)  In(a)
H “log(c") = n - “log(c)

M In(c")=n-In(c)

M log(a) +9log(b) =9log(a - b) en In(a) + In(b) = In(a - b)

[ | 9Iog(a)—-"log(b)=9log<%> en In(a)—ln(b)=|n<%)

H a=Ylog(g") regel om een willekeurig getal als logaritme te schrijven

M “log(c) =

deze regel gebruiken om een functie in de rekenmachine in te voeren

H a =In(e”) regel om een willekeurig getal als natuurlijke logaritme te schrijven

[ | %Iog(a) =-Ylog(a)

logaritmische vergelijking algebraisch oplossen
B voorwaarden begin altijd met het domein.
werk bv. toe naar één van onderstaande mogelijkheden
M In(A) = In(B) of Jlog(A) = %log(B) er geldt dan A =B (mits voldaan is aan de voorwaarden)

voorbeeld: Bereken exact In(x - 1) +3In(2) -1 =4 dus In(x-1)+In(2% =5 dus
5 5
In(x - 1) +In(8) = In(e®) dus In(8(x - 1)) =In(e®) dus x-1 =% dus x=%+ 1
M stel bijvoorbeeld In(x) = p of Zlog(x) = p om de vergelijking te vereenvoudigen
voorbeeld: In?(x) = 3 In(x) — 4 = 0 is te vereenvoudigen tot p> — 3p—4 = 0 dus
(p-4)(p+1)=0 dus p=4 of p= -1 dus
In(x) =4 of In(x)=-1 dus x=e* of x=e™*
B controleer het antwoord met behulp van de grafische rekenmachine

logaritmische ongelijkheid algebraisch oplossen

B voorwaarden begin met het domein, let op asymptoten.

voorbeeld: Bereken exact de oplossing van *log(x + 2) > *log(x - 1) + 3

voorwaarden x >—2 en x > 1 dus voorwaarde x > 1
%log(x +2) =%log(x - 1) + 3 dus log(x +2) —*log(x - 1) = 3 dus 2Iog<%> =3
X+2

X-1° 2% dus x+2=8x-8 dus x= % (controleer het antwoord)

conclusie: oplossing x € <1$] (zie schets)
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3.10 rekenregels logaritmen
a Gegeven *log(a +5) +1 = b. Schrijf a als functie van b.
b Gegeven y = 0,5 In(7x + 2) — 3. Schrijf x als functie van y.
a Zlogla+5)=b-1
a+5=2""dusa=2"-2"-5=05-2"-5
a=05-2"-5
b y=0,5In(7x+2)-3 dus y+3=0,5In(7x+2) dus 2y+6=In(7x+2) dus

7x+2=e¥" dus 7x=e¥® -2 dus x= %(ezy+6 -2)

3.11 vergelijking algebraisch oplossen

a log(x+3)-3 -%Iog(s) =4

b In(x)—2=In(x—3)

¢ Zlog?(x) +3-2log(x)=4

a voorwaarde: x+3>0 oftewel x>-3
%log(x + 3) + 3 - *log(5) =2log(2*)
%log(x + 3) + %log(5%) = %log(16)
%log(x + 3) + %log(125) = %log(16)
%log(125(x + 3)) = *log(16)

-359 109

125x+375=16 dus x= 475 = —Zﬁz—2,87 (voldoet aan de voorwaarde)
109
conclusie: x = 2125

b voorwaarden:x>0enx—3>0 oftewel x>3
In(x) = In(e?) = In(x—3) dus In(x) = In(e?) + In(x—3)
In(x) = In(e*(x— 3)) dus x =e*(x—3)
x—ex=-3e? dus x(1-—e?) =—3e?

—3e?

conclusie: x = >
l-e

¢ Zlog?(x) +3 - %log(x) =4 stel log(x)=p

p*>+3p-4=0 dus (p-1)(p+4)=0 dusp=10f p=—4 dus log(x)=1 of *log(x) =—4
ey = S
conclusie: x=2of x=2""= 16
3.12 ongelijkheid

f(x) =3log(2x + 4)

- Los algebraisch op f(x) + f(—x) < 2
fl=x) =3log(-2x + 4)
voorwaarden: 2x+4>0en—-2x+4>0dusx>-2 én x<2 dus —2<x<2
*log(2x +4) + 3log(—2x +4) =2 dus *log((2x + 4)(=2x + 4)) = *log(32)

—4x%+16=9 dusx ==+ %=J_r%f7

plot y; =3log(2x + 4) + 3log(-2x +4) en y,=2

conclusie: —2 <x<—%\/7 of %\/7<x<2 PRI hy=a
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logaritmische functies standaardvorm
M y=Ylog(x) eny =In(x) zijn standaardfuncties
m inverse functie ontstaat door de grafiek te spiegelen
indelijn y=x
m y=e*eny=In(x) zijn elkaars inverse functie
m y=g“eny=9og(x) zijn elkaars inverse functie
B g>1 de grafiek stijgt
m0<g<1 degrafiek daalt
m x =0 is de verticale asymptoot
mg>1 dan I)Efg(glog(x)) =—co

E0<g<1 danlim(?log(x)) = e
xlo

M f(x) =9%og(ax + b) of g(x)=In(ax + b)

B domein bepalen met ax+b >0, verticale asymptoot alsax+b=0

logaritmische functies algemene vorm
B y=a-In(x—-Db) +c is af te leiden uit de standaardfunctie y = In(x)
eigenschappen
®m x>b domeinis (b, —), ye R bereikis R
m verticale asymptoot x=b
m bereken lim(a - In(x-b) + ¢) = -
xlb

ontstaat uit de standaardfunctie door

B vermenigvuldiging met a t.ov. de x-as; de formule wordt y =a - In(x)

m verschuiving (b, 0) de formule wordt y=a- In(x—b)
m verschuiving (0, ¢) de formule wordt y=a- In(x—b) + ¢

66

M plotten y=a-9log(x —b) + ¢ direct invoeren in de grafische rekenmachine (zie H8 en H9) of

eerst herschrijven tot)

~ .Iog(x—b) _ ‘In(x—b)
=a —Iog(g) +cof y=a
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logaritmen herschrijven
fix) = In(x) en g(x) = In(4x)

- Wat is het verband tussen de grafieken van f en g?
mogelijkheid 1: f wordt afgebeeld op g door een vermenigvuldiging ten opzichte
van de y-as met%

mogelijkheid 2: herschrijf g(x) tot In(4) + In(x)
fwordt afgebeeld op g door een verschuiving over (0, In(4))

logaritmische functie
fix) =1 +log(2x - 3) [RUEFEL FLOET AT KEAL WANIER TP

Coi. IMPIRELLT
g(x) = *log(5 —x)

a Schets de grafieken van fen g in één figuur. o _;

b Los op f(x) < g(x)

¢ losopf(x)—g(x)=1 | -"f_':*'m
a Schets de grafieken van fen g. | |

verticale asymptoot f: x=1,5 eng: x=5
b f(x) =g(x) oplossen

Insarasctioa
EEq LIRS bew Sfrill]

bijvoorbeeld met behulp van de solver of intersect van de grafische rekenmachine;
snijpunt (4,17;-0,27)
grafiek van fligt onder die van g voor 1,5 < x < 4,17 (denk aan domein)
¢ Voor welke x ligt de grafiek van f precies 1 boven de grafiek van g?
Los op, dus de grafische rekenmachine mag gebruikt worden.
In de grafische rekenmachine de functie y = f(x) — g(x) en y = 1 invoeren
bepaal met behulp van de grafieken, de tabel of de solver waar de twee ingevoerde
grafieken elkaar snijden.
conclusie: x = 4,57 (zie ook H8 en H9)

domein, asymptoten en grafiek
Gegeven g(x) = log(x? + 2x)

a Bepaal het domein.

b Geef een vergelijking van de verticale asymptoten en schets de grafiek.

a Domein: x> +2x>0 y
X*+2x=0 dus x=0 of x=-2 L2
domein: x<—2 of x>0 (zie schets) : !

b Verticale asymptoten: x=-2 en x=0 \: 0/ 12 X
1
1
I
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afgeleide van logaritmische functies

B £ (x) = In(x) f=%
B f(x) =log(x) (%) =@%
let op gebruik kettingregel, de a komt hier niet terug in de afgeleide
® £ (x) = In(ax) fl=2=x
= £ (x) = %log(ax) f'(x)=@~aix=@-%
inverse f;,, van exponentiéle en logaritmische functies
B fix) = ¢ Finv(%) = In(x)

B h(x) =In(x) hiny(x) = €
B g(x)=log(x)  Gin(x)=a"
W k(x) = a* Kind(X) = “log(x)
voorbeelden van berekening van de inverse functie door x en y te verwisselen (zie ook H2)
m bepaal de inverse functie van f(x) = e¥***

y=e>**Therschrijven tot x =e¥** en herleiden op y levert
In(x) -1
3y+1=In(x)dusy= (+

m bepaal de inverse functie van f(x) = 3 —2log(x + 4)
y =3 —"log(x + 4) herschrijven tot x = 3 —2log(y + 4) en herleiden op y levert
’log(y+4)=3—xdusy+4=23%dus y=2>%-4
voorbeelden f(g(x)) = x
m bepaal de inverse functie g van f{x) = *log(2x)
flg(x)) = x dus>log(2 - g(x)) = x dus 2 - g(x) = 3*
1
glx)=3-3"
m bepaal de inverse van f(x) = 3%

flg(x)) = x dus 32°9% = x dus 2-g(x) = *log(x)

g0 =3 - log(x)

logaritmische schaal
M 10" staat op de plaats waar normaal n staat

lineaire schaal -3 -2 -1 0 1 2 3 4
} t t t t t t

T
'S‘Zﬁzgltm‘“helf 102 10Y 10 10 10%] 10° 10

| bij n = 2,5 staat op de logaritmische schaal de waarde 10*°
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afgeleide
- Bereken de afgeleide van
SISl A b gx) =*log(2x+1) ¢ )=
2 F0=5551
[
b glx) = %;;1)= ﬁ.m(zwr 1) dus g'(x) = ﬁ X2+1
ChlR) =™ s (e =<1 Infe) Z =L
primitieve

a Laat zien dat F(x) = x - In(x) — x de primitieve is van f(x) = In(x).

b Laat zien dat F(x) =——(x - In(x) — x) de primitieve is van f(x) =9 log(x).

|()

a F(x)=x-In(x)-xdanF' (x)=1~In(x)+x~%—1=ln(x)+§—1=In(x)+1—1=|n(x)

F'(x) =f(x) (let op gebruik productregel), dus Fis de primitieve van f
1

-1 (. Aoy 1 _1)=
b F(x)-lng)(x In(x) — x) dan F'(x) = n (_q)(l In(x) + x = l)-ln(g)(ln(x)+1 1)=
ﬁ- In(x) = % =9log (x) dus F'(x) = fix) dus Fis de primitieve van f
inverse
- Bereken de inverse van
a fix)=e¥! b g(x) =5 c h(X)=L2X d k(x)=4+In(5-x)
e

a verwissel dexeny:x=eZY+1du52y+1=In(x)du52y=In(x)—ldusfim(x)=%In(x)—%
b verwissel de xen y: x = 5% dus 2y + 1 = *log(x) dus 2y = *log(x) — 1 dus

G () =2 -*log(x) -

c y=i=e'zx endus x=e? dus -2y =In(x) en him,_(x)=—%-In(x)=|n(x’%)=|n(ﬁ>

d x=4+In(5-y) dus In(5-y)=x—4 dus 5—-y=e*"*dus —-y=e*"*-5dus
( =

X
kinv. X)= —e*~ 4+5

inverse met behulp van f(g(x)) = x
- Gegeven is f(x) = 3 - 2log(—x + 1). Bepaal met behulp van f(g(x)) = x de inverse van f.

3-2log(-g(x) +1) =x dus *log(-g(x)+1) =%xdus —g(x)+1=2§xdusg(x)=1—2%X

logaritmische schaal . . . . . .
- Welk getal hoort bija, b, cen d? 102 T 16> 10° 10 T 10 ZT 103T
b a c d

a=10"°=31,6,b=10%"~0,0324, c=10>° =318, d=10>*~2150
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hoofdzaken

rekenregels voor machten en eigenschappen
B a®=c ais grondtal, b exponent en c uitkomstena>0éna#1 enbe Renc>0
Ma’=1ena'=a
b
a -
‘en a’:a=%_=a""

aC

B (@) =a’<en (a-b)=a b

H ab.ac=ab+

. -»_1
B negatieve exponenten a ”=—p
a
1 27 1 g P a5
B gebroken exponenten az=Va~ =va ; ai=va en ai=Va

B a=10"%" en g=e"@

exponentiéle functies tekenen
M y=a-g"+c stippel eerst de horizontale asymptoot y =c

exponentiéle groeifunctie hoeveelheid neemt met een vast percentage toe of af
B N=b-g' isde algemene vorm, met b = N(0) en g is groeifactor per tijdseenheid

exponentiéle vergelijking (exact) oplossen, drie soorten
M d*=a® dus A=8

log(c) In(c)
log(a) ~ In(a)
B "= ¢ werk toe naar rechts en links hetzelfde grondtal a vervang c door a9 met g = “log(c)

bx+d g9 dus bx+d=g

B a*=c dan x="log(c) =

(alsc<0 dan geen oplossing), dit geeft a

rekenregels voor logaritmen

M “log(c) =b dan geldtab=cmitsa>0én a#1,be R,c>0 en
M In(d)=b danc=¢’

M log(c) = *log(c) en In(c) = ®log(c)

a _ log(c) “log(c) In(c)

M “log(d) = log(a) 9log(a) In(a)

M “log(c") = n-®log(c) en In(c") = n - In(c)

M Ylog(a) +9log(b) =%log(a - b) en In(a) + In(b) = In(a - b)

M Ylog(a) —%log(b) =9Iog<%) en In(a) - In(b) = In(%)
M a=Y90g(g°) en a = In(e’)

[ | %Iog(a) =—Ylog(a)

logaritmische functie eigenschappen van de grafiek
M y=d-%log(ax— b)+c met verticale asymptoot alsax—b=0dus x= g
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3.21 denkactiviteit afstand
Gegeven zijn de functies van f(x) = e* en g(x) = In(x). Op de grafieken van fen g liggen
respectievelijk de twee punten Pen Q.

- Bereken de kleinst mogelijke afstand tussen deze twee punten P en Q.
Analyse (onderstreep, schets, deelvragen,
vergelijkingen):
fen g zijn elkaars spiegelbeeld (elkaars
inverse) ten opzichte van de lijn y = x. Kleinste

afstand tussen P en Q als ook de afstand
tussen P en de lijn y = x het kleinst is.
Dusalsf'(x)=1eng'(x)=1enPen Qliggen
op dezelfde loodlijn van y = x

Wat noteer je / oplossing:
Kleinste afstand bij f'(x) = 1 dus als e =1 dus
als x = 0 levert bijbehorende punt P(0, 1)

Kleinste afstand bij g'(x) = 1 dus als % =1dus

als x = 1 levert bijbehorende punt Q(1, 0)

Loodlijn van y = x door P(0, 1) is y = —x +1. Punt Q(1, 0) ligt ook op deze loodlijn.
Dus P(0, 1) en Q(1, 0) zijn de punten met de kleinst mogelijke afstand.
conclusie: gevraagde afstand is v2

3.22 denkactiviteit vierkant
Gegeven zijn de functies f(x) = € en g(x) = In(x). Op de grafiek van fligt het punt P met x=a
met 0 <a < 1 en op de grafiek van g ligt op gelijke hoogte punt R. Deze punten P en R vormen
samen met de x-as een rechthoek, waarbij de breedte PR drie maal zo groot is als de hoogte.

- Bereken de waarde van a in twee decimalen nauwkeurig.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Maak een schets met daarin de grafieken van de functies f(x) = e en g(x) = In(x) en op
gelijke hoogte de genoemde punten P(a, y) en R(x, y).
Er is sprake van een rechthoek met hoogte h is drie maal gelijk aan breedte b.
Twee decimalen, dus gebruik GR is toegestaan.

Wat noteer je / oplossing: v f
P(a, €”) en R op dezelfde hoogte, dus
y=In(x)=e’ dus x = e'?
breedte b = e®” - g en hoogte h = e”
breedte = 3 - hoogte dus b = e®” - g = 3e°
_ e b g
yi=e X B %

y2=3e" intersect levert x = 0,57 _/ h

conclusie:a= 0,57
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hoofdzaken vervolg

logaritmische vergelijking (exact) oplossen (indien benader, niet exact enz.: gebruik GR)
M “log(x) = b herschrijven tot x = a’ bijvoorbeeld 2log(x) =3 dus x=23=8
M c+d-log(kx +f) = b bijvoorbeeld 1 + 4 - ?log(5x —2) =13 dus 2log(5x—2) = 3 enz.
M Ylog(x) + n - Ylog(b) = d —%log(c) (gebruik rekenregels)

m %log(x) +2 - 3log(5) =1-">log(8) dus *log(x) +3log(5%) =>log(3)—>log(8) dus

3 = 3j00(3 =3 =3 .
log(25x) = Iog<8> dus 25x 3 dus x 300 = 0015

ongelijkheden oplossen
M f(x) > g(x) fboven de grafiek van g

M f(x) <g(x) fonder de grafiek van g (let op domein en asymptoten)
inverse van exponentiéle en logaritmische functies
M f(x) = e*en g(x) =In(x) zijn elkaars inverse functies

M inverse van k(x) = a* is m(x) = “log(x) zijn elkaars inverse functies

afgeleide f' en primitieve F van exponentiéle functies f (zie ook H5)

B F(x)=¢* fx)=¢ f'(x)=¢
let op: functie en afgeleide van y = €* zijn dus hetzelfde
=1 g . 'x) = @ - In(a) = In(a) - &
W F(x)= In(@) a fix)=a f'x)=a*-In(a)=1In(a)-a

gebruik kettingregel bij onderstaande functies

W F(x)=1 e Fl)=e™ fx)=a-e™

WA= e fW=g f=arinG) g

afgeleide van logaritmische functies (zie ook H5)

B Ax)=xIn(x) - x £(x) = In(x) f=%

B X = I =x) () =“logt) %@ b fW =

let op: de primitieve hoef je niet te kennen
let op gebruik kettingregel, de a komt hier niet terug in de afgeleide
! a _1
| f (x) = In(ax) f=g5=%

m £ (x) = %log(ax) f-(x)z_.i=L.%

72
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3.23 denkactiviteit rechthoeken met gelijke opperviakte

Gegeven zijn de functies van f(x) = 1 + %log(10 — x) en g(x) = *log(0,5x — 4). Op de grafieken
van fen g liggen, op dezelfde hoogte, respectievelijk de punten P(a,f(a)) en Q. Recht onder P
en Q liggen op de x-as, de punten P'(a, 0) en Q'. De horizontale lijn door P en Q snijdt de y-as
in punt R. Zo ontstaan twee rechthoeken OP'PR en P'Q'QP. Voor zekere waarde van a zijn de
oppervlaktes van beide rechthoeken gelijk.

- Bereken voor welke waarde van a de oppervlaktes van de rechthoeken OP'PR en P'Q'QP gelijk
zijn.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Oppervlaktes gelijk dus breedte - hoogteppp = breedte - hoogtepqgp
P, = Q, dus hoogte beide rechthoeken is P, = f(a) = 1 + %log(10 - a)
Breedte van de rechthoeken moet gelijk zijn.

Omdat P'(a, 0) geldt breedte rechthoek OP'PR is a.

Dus ook breedte rechthoek P'Q'QPis Q,—P,=a

dus Q,=2a
y
—J Do
10 9
R !
(0] P" Q; X

Wat noteer je / oplossing:

Hoogte P is gelijk aan hoogte Q,

dus breedte OP' is gelijk aan breedte P'Q".

Omdat P'(a, 0) geldt Q'(2a, 0).

Dus geldt f(a) = g(2a) dus 1 + *log(10 — a) = *log(0,5 - 2a — 4)

%log(2) + *log(10 — a) = 2log(a — 4) dus 2log(20 - 2a) = *log(a—4) dus 20-2a=a-4
conclusie: oppervlaktes van beide rechthoeken zijn gelijk voor a = 8
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denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen

74

B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen

bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op (in welke stukjes kun je de

vraag opdelen)

m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)

denk aan
m vergelijking opstellen en oplossen
m formule opstellen en omschrijven
m formule herschrijven naar andere vorm
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m welke formules passen bij het probleem

m abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele

m rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij deze theorie speciaal rekening met

_log(d _In)

" log(a) In(a)
m correct gebruik rekenregels

m g*=c dan x="log(c)

m goede groeifactor bij verschillende (tijds-)eenheden
m verband logaritme en exponentiéle vorm
m verschil lineaire groei en exponentiéle groei
m verticale asymptoot bij logaritmische functie
m horizontale asymptoot (grenswaarde) bij exponentiéle functies
B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
B oplossing met alle stappen

B controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer

m heb je de tussenberekeningen goed opgeschreven?
= heb je antwoord gegeven op de vraag?

m is het antwoord logisch?

m klopt de afronding?
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3.24 denkactiviteit verhouding
Gegeven de functie f(x) = e* met daarop punt P met x = a. De raaklijn aan de grafiek van fin
punt P snijdt de x-as in S en de y-as in R. Zo ontstaan AOSR en AASP met A(a, 0).
- Druk opp AOSR : opp AASP uit in a

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Maak een schets met daarin de grafiek van de functie f(x) = ¥, het punt P met de raaklijn en
de punten S en R. De codrdinaten van P zijn te bepalen. Raaklijn dus afgeleide.

Oppervlakte driehoek=%-b-h y 7
Wat noteer je / oplossing:

Gegeven is de functie f(x) = €* en de afgeleide f'(x) = * h
Raakpunt P(a, )

Afgeleide f'(x) = e en f'(a) = e? = richtingscoéfficient raaklijn in P _——

Raaklijn is dus y = e“x +q 0/5 A X
Raakpunt P(a, €“) invullen levert: e’ =e-a+qdusg=e“—e“-a R

Raaklijnis dus:y =e’x+e’—ea
Punt S berekenen mete’x+e’—e’a=0duse’x=—e"+e’adus x;=a—1
Punt R(0, e —e?a)

opp. OSR = % “b-h= % (@a-1):(a-e”-e’(gana, want oppervlakte is positief)
=1.1.e0-1ca

opp.AASP-2 iLo@ >e
1 a a 1 a

oppAOSR 5 (a-1)-(a-e®~-e%) Sef(a-1)-(a-1) (5_q)2

opp AASP 1.0 - 1 T

2 2
conclusie: opp AOSR : opp AASP = (a—1)*: 1

3.25 denkactiviteit rakende lijn aan twee grafieken

*~11 2 Eriseen lijn | die de grafieken van f

Gegeven zijn de functies van f(x) = e*en g(x) = e
en g raakt in respectievelijk de punten Pen Q.
- Stel de vergelijking van de raaklijn op.
Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Raken dus afgeleide van f en g opstellen. Noem P(a, b) en Q(p, q).

Zelfde raaklijn, dus zelfde helling, dus afgeleide in P en Q zijn gelijk
_Ya~Jyp
B XQ_XP

en helling PQ = richtingscoéfficiént raaklijn dus f'(a)
Wat noteer je / oplossing:

f(x)=e*dusf'(x) =e*eng'(x) =e*" .

Helling in Pis f'(a) = e? dus voor helling in Qgeldt e’ "*=e’dusp=a+1
eng=el"1+2=e"42

P(a, %) en Q(a+1,e%+2) geeft helling PQ=M=£=2

, ’ atl-a 1 ._?g___{
helling PQ = helling raaklijn, dus geldt f'(a) = e = 2 dus /
a=In(2) en b = 2 dus raaklijn y = 2x +2 — 2In(2) Yaus) X
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begrippen en relaties

Periodieke functies

goniometrische verhoudingen in een rechthoekige driehoek

B sin(a) = overstaande.rech.t.hoekszijde °
schuine zijde a

B cos(o) = aanIlggc::l(jirneed;ithZekszude §
B tan(a) = over.staande rechthoeksz.i!'de %
aanliggende rechthoekszijde z

N,

&

eenheidscirkel
M straal 1 en middelpunt (0, 0)
B omtrek =2nr=2n-1=2n
M vergelijking x> +y*=1
B middelpuntshoek = ZPOR metRin (1, 0) en P(x, y) op de eenheidscirkel
m sin(a) =y, PAQ

aanliggende rechthoekszijde

H cos(a) = xp

ltan(oc)=JX/—£=yQ zie figuur O

radialen en graden
B aradialen is de middelpuntshoek die hoort bij een cirkelboog die precies even lang is als a
keer de straal van de cirkel
M aradialen is de afgelegde weg over de eenheidscirkel vanaf (1, 0)
m afgekort arad
B 2-rad =360° hele cirkel rond; meestal laten we het woord radialen of rad weg omdat dit
uit de context duidelijk is; zodra er met n gewerkt wordt, denk er dan radialen achter,

let op instelling grafische rekenmachine
° 1rad
l1rad=%z57,3° dusa-wrad=a-180° ‘!A ra
/)
m 180°=mwrad dus 1° == nrad dus a°=%nrad "

~ 180

hoofdwaarde tabel uit je hoofd kennen

0 lTc ln lTc lTt T llﬂ:
6 4 3 2 2
sin(x) 0 % %\/E %ﬁ 1 0 -1
cos(x) 1 %\/? %\/5 % 0 -1 0
tan(x) 0 %\@ 1 V3 bn 0 bn
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cosinus en sinus

- Bereken in de driehoek cos(¢p) en sin(¢)
Ten opzichte van ¢ is BC de aanliggende rechthoekszijde, ¢
AC de schuine zijde en AB de overliggende rechthoekszijde 5
Stelling van Pythagoras: AB* + BC* = AC* dus AB> +3%=5
AB*=25-9=16 dus AB=4

A B
cos(o) = % =0,6 ensin(o) = % =0,8
hoofdwaardetabel
- Vul de tabel aan:
1 1
o N N N O L 0 I N
graden ‘ 0 ‘ 30 ‘ 45 ‘ ‘ ‘ 120 ‘ ‘ 270 ‘ 360

in deze tabel staan de veelvoorkomende hoeken, controleer m.b.v. hoofdwaarde tabel

kwadrant
5 2 2 " .
gn, —sn T 5,10 in radialen
- Geef de bijbehorende hoeken in graden en geef aan in welk kwadrant de hoek ligt. kwadranten

%n rad = % 180° =150° in het tweede kwadrant ﬁh
—%n rad = —%‘ 180° =—72° in het vierde kwadrant ﬁw

—% rad = —%x 1%;0 =—23° in het vierde kwadrant (— dus draairichting negatief)
180°

5rad=5 S 286° in het vierde kwadrant

10rad=10- % =573° komt overeen met 573°— 360° = 213° derde kwadrant

radialen
- Geef 245°,1200° en —352° in radialen en geef aan in welk kwadrant de hoek ligt

245 13

4.5

245° = I30™= 1%75 = 4,28 rad in het derde kwadrant

1200° = 112800011: = 6%11: =20,94 rad in het tweede kwadrant
o__352 _ 172 ___ .

—352° = I30™= 1—1801'C 6,14 rad in het eerste kwadrant

rekenmachine

- Bepaal sin(l%n) : controleer of de rekenmachine op rad staat; sin(lln) =-0,38

8
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fix) = sin(x)

B domein=R 1

B bereik [-1, 1] OT/\ .
B evenwichtsstand y=0 _11 1\/27;

B amplitude 1
M periode 2n
B extremen maximum in (%n, 1); minimum in <1%TC, —1) als domein is [0, 27]

B nulpunten x = kn met k een geheel getal; dusx=—m,x=0,x=m,x=2mnetc.

flx) = cos(x)

B domein=R 1 |‘\ /

M bereik [-1,1] o t t
T 21

B evenwichtsstand y =0 -11 \—/

B amplitude 1

M periode 2n

B extremen maximum in (0, 1); minimum in (n, —1) als domein is [0, 27]

B nulpunten X=%TC + kn met k een geheel getal;dusx=—%n,x=%n,x=l%n etc.

goniometrische formules
B eigenschappen sinus en cosinus
m kwadratenformule (denk aan Pythagoras) ‘HB
m sin?(t) + cos?(t) = 1
m periodeformules zie grafieken hierboven ‘w

m cos(t + 2m) = cos(t)
m sin(t+ 2x) = sin(t)

m propellerformule
m cos(t+ ) = —cos(t)
m sin(t + x) = —sin(t)

® molenformules

" cos(t+%n> = —sin(t) (-y(xf)’)

2

[ sin(t+%n> = cos(t)

B symmetrieformules (x,¥)
m cos(-t) = cos(t)

m sin(-t) = -sin(t) (x,-y)

B tangens

| tan(t) = sin(®)

cos(t)

B t kan in bovenstaande formules vervangen worden door at of at + b enz ...
dus bijvoorbeeld bij periodeformule (zie hierboven) geldt ook cos(3t + 2m) = cos(3t)

78
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4.6  vergelijking
- Losop2-cos(x)=1,4+6 - cos(x) voor x € [-2T, 27]
vergelijking herschrijven tot cos(x) = getal
2 - cos(x) —6 - cos(x) = 1,4 dus cos(x) =—0,35 (zie ook stippellijn in de figuur)

rekenmachine op rad Yh

invcos(—0,35) = 1,93 -2n T b 2n
x =1,93 is een oplossing dus ook y=-oj3’5’§§7/’”_ﬂ””3(_7/ ””” X
x=-1,93

x € [-2m, 21t] dus alle waarden voor x tussen —6,2832 en 6,2832 bepalen
x=193-2n=-4,350f x=-1,93 +2n=4,35
conclusie: x € {-4,35;-1,93;1,93; 4,35}

4.7  ongelijkheid
- Losop —0,5 < sin(x) < 0,8 voor x € [0, 3x]
los op sin(x) =—0,5 dus x = invsin(-0,5) =-0,52 (valt niet in het domein)
x=1—-0,52=3,67 of x=-0,52+21=5,76

los op sin(x) = 0,8 1%/37\:)/59,78”7” —

x =invsin(0,8) = 0,93 . U'n/\hx
andere oplossingen x = —0,93 = 2,21, '11_3/_5:0:5_ _____________
x=0,93+2n=7,21lenx=2,21+2n=38,50

gebruik de grafiek (of de plot van de rekenmachine)

xe[0;0,93) U (2,21;3,67) U (576;7,21) U (8,50;3n]

4.8  ongelijkheid

- Llosop 1+25in<2x—ln) <1,6voor0<x<2m

3
benader met de grafische rekenmachine FaY ﬂ".
. 1 1 7 %
1+25|n<2x—§n) =1,6 dus o L
T F % |
x=0,70fx=1,90f x=3,80f x=5,1 ERREFI4CTAR W
£ 520508 Vel

conclusie: 0<x< 0,7 of 1,9<x<3,8 of 51<x<2n

4.9 formules

a cos(t—%n>= ¢ cos(t+3m) = e sin(t+2%n>=
b cos(t+%n>= d sin(t-5m) = f sin(-t+4mn) =

- herschrijf bovenstaande formules tot de vorm a-cos(t) of b-sin(t)
1\ ..

a cos(t— En) =sin(t)
1 \_ .

b cos(t+5n> = —sin(t)

¢ cos(t+ 3m) = cos(t + w) = —cos(t)

d sin(t-5n) =sin(t - ©t) = -sin(t)

e sin(t+ 2%7:) = sin<t+%n> = cos(t)
f sin(-t+4n) = sin(-t) = -sin(t)
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afbeeldingen/transformaties
M y=b+sin(x—d) ontstaat uit de grafiek van
y =sin(x) door een translatie/verschuiving over

(d, b), dus d naar rechts en b omhoog o ) o
B y=a-sin(x) ontstaat uit de grafiek van y = sin(x) door o
vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as 1a -----

met a

o : ,
M y =sin(cx) ontstaat uit de grafiek van y = sin(x) door el vn

vermenigvuldiging ten opzichte van
de y-as met% 14

21
fix) =b+a-sin(c(x — d)) _i_ %W

W grafiek een sinusoide

B g(x) = a - sin(cx) transleren/verschuiven over (d, b), dus d naar rechts en b omhoog,

geeft de grafiek van f

periode

noteer voor het tekenen van de grafiek

H evenwichtsstand y=b ~ ___ N\ ... YL N L

m amplitude g periode

. 21 1 :
[ | __ d -C= 2
perlode C frequentie' periode - ¢ |

m startpunt punt (d, b) op de evenwichtsstand
Ml faseverschil - periode = d
B domein R
M bereik [b—|a|, b+|a|]] dusevenwichtsstand plus of min de amplitude

fix)=b+a - cos(c(x — d))

M grafiek een sinusoide

B g(x) = a - cos(cx) transleren/verschuiven over (d, b), dus d naar rechts en b omhoog,

eeft de grafiek van
8 & f (d,b+a)alsa >0

noteer voor het tekenen van de grafiek
B evenwichtsstand y=b
m amplitude |q|

periode

a1

= r. . :2
c frequentie’pe lode - = 27

W periode

m startpunt (d, b +a)
dit punt is een maximum als a > 0 en een minimum als a < 0
B domein R
M bereik [b—|a|, b+|a|]] dusevenwichtsstand plus of min de amplitude
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4.10 functies
Gegeven zijn de functies f(x) =2 + cos(x—%n) en
g(x) =—1—cos(x) Plot de grafieken fen g in één figuur.
- Geef aan door welke verschuiving de grafiek van f uit die

van g kan ontstaan.

grafiek f g
evenwichtsstand y=2 y=-1
amplitude 1 1
periode 2n 2n
startpunt max. (%n 3) min. (0, —2)

plot de grafieken ter controle
Neem bijvoorbeeld de verschuiving tussen twee willekeurige maxima.

Maximum g is (m, 0) en maximum fis (%n, 3): als g wordt verschoven over (—%n, 3) danis

fhet beeld van g. Zo zijn er oneindig veel mogelijkheden.

4.11 sinus

- Teken de grafiek van f(x) = 1 — 25in<%nx> voor 0<x<6
evenwichtsstand y = 1; amplitude is 2;

periode is i_n =6; startpunt (0, 1)

gTC

412 formule maken
- Geef bij de grafiek een functievoorschrift in de vorm f(x) = b + asin(c(x — d)) en

g(x) = b+ asin(c(x —d))

Bepaal met behulp van de grafiek:

het minimum y =-0,4 en maximum y = 3,1
-04+3,1

2

amplitudea=3,1-1,35=1,75
periode = 3,8
de grafiek gaat stijgend door de evenwichtsstand in bijvoorbeeld (2,35; 1,35)

dus flx) = 1,35 + 1,7Ssin<32’:3 (x - 2,35))

de evenwichtsstand: =il35=

A\
periode

of g(x) = b + acos(c(x — d))
lees af uit de figuur: maximum y = 3,1 voor bijvoorbeeld x = 3,3

dus g(x) = 1,35 + 1,75cos<% (x - 3,3))

plot de grafiek ter controle
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goniometrische formules om vergelijkingen op te lossen of formules te herschrijven
B t kan in onderstaande formules vervangen worden door at of at + benz ...
dus bijvoorbeeld sin?(3t) + cos?(3t) = 1 of sin(6t) = 2 - cos(3t) - sin(3t) klopt ook

M sin’(t) +cos’(t) =1

msin?(t) = 1 - cos?(t)

W cos?(t) =1 - sin?(t)
B min-teken wegwerken

m —cos(t) = cos(t + )

B —sin(t) = sin(-t) of —sin(t) =sin(t+n)
M sin(t) omwerken naar cos(t) en andersom

[ sin(t)=cos(t—%n) of sin(t)=cos<%1t—t)

W cos(t) = sin(t+ln> of cos(t) = sin(ln - t)

2 2
Bl formule met sin(t) en cos(t) is soms te herschrijven naar tan(t)
sin(t
(® = tan(t)
cos(t)

M verdubbelingsformules staan op het formuleblad
W sin(2t) = 2 - cos(t) - sin(t)
W cos(2t) = cos?(t) - sin’(t)
W cos(2t) = 2 - cos?(t) - 1
want cos(2t) = cos?(t) - sin?(t) = cos(t) — (1 - cos?(t)) = 2cos?(t) -
W cos(2t) =1 -2-sin%(t)
want cos(2t) = cos?(t) - sin?(t) = (1 - sin*(t)) - sin?(t) = 1 - 2sin(t)
B somformules en verschilformules staan op het formuleblad
vaak worden de formules van rechts naar links gebruikt
W sin(t + u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u)
W sin(t — u) = sin(t) - cos(u) — cos(t) - sin(u)
B cos(t + u) = cos(t) - cos(u) — sin(t) - si
| cos(t — u) = cos(t) - cos(u) +sin(t) - s
B formules van Simpson/Mollweide

n(u

(u)
in(u)

vaak worden de formules van rechts naar links gebruikt
. o 1 (1
W sin(a) + sin(b) =2 - cos(—(a - b)) . sm(E(a + b))
| sin(a) - sin(b) =2 - cos(z a+b ) sm(i )
| cos(a) + cos(b) =2 - cos(%( )) cos(% (a+b )
)

B cos(a) - cos(b) =-2 - sm(l(a+b> sm(%( ))
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omschrijven van formules

Toon aan
4cos(t) — 4cos?(t) = —sin?(2t)

sin (t - %) =—cos(t)

sin(t) — sin(2t) - cos(t) = —sin(t) - cos(2t)

cos(3t) = 4cos>(t) — 3cos(t)

werk indien nodig eerst de vergelijking om tot een bekende goniometrische formule
4cos*(t) — 4cos?(t) = —sin?(2t)

4c0s*(t) — 4cos?(t) = —4sin(t) - cos?(t)

4c0s°(t) - 4 = —4sin?(t)

4sin(t) + 4cos’(t) = 4

sin?(t) + cos?(t) = 1

sin(t-2) = —cos(t
(t-3) =costt)

ini-) in-(3-0) -
gebruik sin(—a) = —sin(a)

—sin (% - t) =—cos(t)
sin(t) - sin(2t) cos(t) = sin(t) — 2sin(t) cos?(t) = sin(t)(1 - 2cos?(t)) = —sin(t) cos(2t)
cos(3t) = cos(t + 2t) = cos(t) cos(2t) - sin(t) sin(2t) =

cos(t) - (2cos?(t) - 1) - sin(t) - 2sin(t) cos(t) = 2cos3(t) - cos(t) — 2sin(t) cos(t) =
2cos>(t) - cos(t) — 2(1 — cos?(t)) cos(t) = 4cos>(t) — 3cos(t)

somregel

Bepaal a en b als geldt: 5cos<t — %n) = a cos(t) + b sin(t)

5cos<t - %n) = 5<cos(t) . cos(%n) +sin(t) - sin(%n)) =

5- (—%-cos(t)+%\/§-sin(t)> = —2%-cos(t)+2%\/§-sin(t)
Len b=2%\F3

Conclusie: a =-2 >

Simpson/Mollweide

Toon aan dat

{x(t) =cos(u-t)+eostt) . |¥0= 2c05(Fu )cos(3u-t)
Y(t) =sin(u - ) +sin(t) ey y(t) = 2sin(%u)cos(%u - t)

x(t) = cos(u — t) + cos(t) = 2cos(%(u -t- t)) . cos(%(u -t+ t)) =

i 13- 1. 1, _
2cos<2u—t)‘cos(2u>—2cos(2u) cos(zu t) en

Y(t) = sin(u - t) +sin(t) = 2cos<%(u—t— t)) -sin(%(u—t+t)> =

1 in(20) = 2sin(24) - cos(Lu -
2cos<§u—t)-sm(iu)—Zsm(Zu) cos(zu t)
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vergelijkingen exact oplossen
M sin(t) = a gebruik de hoofwaarde-tabel met bekende hoeken
W oplossing t=b+2kn of t=n—b+2kn 1

voorbeeld H ) N

sin(t) = %\/3 ﬂ ’ ™ T\_/zn

t=%n+2knoft=n—%n+2kn=§n+2kn
M sin(t) = sin(b)
W oplossing t=b+2kn of t=n—b+2kn

n-b
voorbeeld
sin(t) =sin<%n> T 0
_1 ool _5 k
t—6n+2knoft—1t 6Tc+2kn—6n+2kn

M cos(t) =a gebruik tabel met bekende hoeken of

m oplossing t=b+2kn of t=—b+2kn 1
voorbeeld /4\\ AN
1 b o] b T D PR
cos(t)=§\/§ _1J, \_/—b+2n " pion
t=%n+2knoft=—%n+2kn
B cos(t) = cos(a)
m oplossing t=b+2kn of t=—b+2kn

voorbeeld

cos(t) = cos <%>

t=ln+2knoft=—l1t+2k1t
6 6

M oplossen met de grafische rekenmachine zie H8 en H9
m rekenmachine op rad zetten
m bijvoorbeeld met calculate intersect of met sin™
m gebruik de plot om te bekijken of je alle oplossingen gevonden hebt
m elke volgende oplossing is steeds één of meerdere periode(n) verder of terug

goniometrische vergelijkingen exact oplossen
voorbeelden

M sin(x) = sin(2x+%ﬂ:) denk aan sin(t) =sin(u) endan t = u+2kn of t =t —u + 2kn

x=2x+%n+2kn of x=n—(2x+%n)+2kn
x=—%n+2kn of 3x=%n+2kn
1.2
X= 6n+3k1t

M cos(x) = cos(2x+%n) denk aan cos(t) = cos(u) endan t = u + 2k of t=—u+2kn

x=2x+%n+2kﬂ; of x=—(2x+%n)+2kn
x=—%n+2kn of 3x=—%n+2kn
S
x= 6n+3kn
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bereken exact

a

= i 1)\ _ _1y.1 L2\
cos(3x) =1 b 5|n<2x+4n> =1 c cos(x 31'C) > d 25|n<3x> 1
Er is geen domein gegeven, dus laat k in het antwoord staan; k is een geheel getal.
cos(3x)=1

3x=0+k2ndusx=0+k%n

b sin(2x+%n)=1
1.1 -1 -1
2x+zrc—2n+k2ndu52x—4n+k2ndusx 8n+kn
C cos(x—%n) =% (kijk in de eenheidscirkel waar cos(A)=%)
1 _1 11
x—sn—3n+k2n of X-3m 3n+k21t
x=%n+k2n x=0+k2m
L2\ L
d 25m<3x>—1
. (2 _ 4w s L. . _1
sin(3x)=5 (kijk in de eenheldsarkelwaarsm(A)—E)
2,1 2,2
3x-6n+k21t of 3X 6rc+k21:
J3.1 3. _3.5.,,3.
X=3 6TE+k2 2n xX=3 61‘C+k2 21
x=12n+k3n X=En+k3n
_1 -11
x—41t+k3n x—141t+k31t
geef alle exacte oplossingen van
a cos(3x—n)=cos(x+%n)
b sin(2x)=sin(x—%1t>
a cos(3x—n)=cos<x+%n) denk aan cos(t) = cos(u) en dan t = u + 2kn of t=—u+2kn
3x—n=x+%n+2kn of 3x—n=—<x+%n>+2kn
2x = 1%n+ 2km of 4x = %TE+ 2km
=5 -3 .1
X—8TC+/<TC . of X=gpm+ 2ch
b sin(2x)=sin<x—§n) denk aan sin(t) = sin(u) en dan t = u+ 2k of t=m—u+ 2kn
2x=x—%n+2kn of 2x=n—(x—%n> + 2km
x=—%n + 2km of 3x=gn+2kn
4.2
of X=gm+ 3kn

geef alle exacte oplossingen van

a cos(2x) =1 met domein x € [0, 2x]

[ 2 PR

2sin(3x) =—1 met domein x € [0, 2]
cos(2x) =1 dus2x=0+k2n dus x=0+knr dusx=0ofx=m of x=2=n

sin(3x) =—% (kijk in de eenheidscirkel waar sin(A) =—%)
3x=1%7+k2m of 3x=12n+k2n
= k2 N
x—18n+k3n X 1815+k315
7 12 11 12
x—18n+k18n x—18n+k181t
x="Lavx=lnyx=ryx=2Bryx=3Llpyx=32,

18 18 ~18 18 18 18
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goniometrische vergelijkingen exact oplossen voorbeelden vervolg

H sin(x) = cos<2x+%n) denk bijvoorbeeld aan sin(t) = cos(t—% ),

vervang sin(x) door cos(x—in)

1), 1
cos(x §n>—cos<2x+2n>
1 _ 1 1 1
x—zn—2x+2n+2kn of X 5T <2x+21t>+2kn
X=—T+2km of 3x = 2kn

X =%k1t
conclusie: x=—n + 2kn of x= %kn

B cos(2x) = sin(3x+%n) denk aan cos(t) = sin(t+%n), vervang cos(2x) door sin<2x+%n>

. 1) _. 1
5|n(2x+2n> —sm<3x+21t>

1 _ 1 1 1
2x+§n—3x+2n+2kn of 2x+2n T <3x+2n>+2kn
X =2kn of 5x = 2kn
x=%kn
conclusie:x=%kn
sin(t)
W v3si = denk tan(t) =
\/—sm().()( )cos(x) enk aan tan(t) os(®)
SIn(Xx, _i_l _l
cos(x)—ﬁ—ax/?dustan(x)—3\/§dus
x=%n+kn zie tabel

W —sin(t) = cos(2t) herschrijf tot bijvoorbeeld cos(A) = cos(B)
denk aan —sin(A) = sin(-A), dus vervang —sin(t) door sin(-t), dus geldt:
sin(—t) = cos(2t)

cos(%n + t) =cos(2t) denk aansin(A) = cos<%n—A>
%n+t=2t+2kn of %n+t=—2t+2kn
t=%n+2kn of 3t=%n+2kn

_1 1.2
t—21t+2k1t of t—61'c+3k1t
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oplossen vergelijkingen met exacte berekening

Los op sin (x - %n) = cos(2x) (maak een plot ter controle)

sin(x - %n) = sin<2x+%n> (denk aan cos(t) = sin(t+%n)>

1 _ 1 1 1
dusx—zn—2x+2n+2knofx Jr=n <2x+2n>+2kn

-x =T+ 2kn of 3x =1+ 2kn

X =1+ 2kn of x=%n+%k¢c

geef alle exacte oplossingen van

a

b

©

cos(2x+ln) =—sin (3x+ln>

2 3
2 _\_ .. 1
cos<x+ 3717) = S|n<2x+ 311:)

V3cos(x) = —sin(x)
cos(2x + i) = sin 2x+ln> met domein x € [0, «t]

6

cos(2x+%n) =—sin(3x+%n> (denk aan cos(t) =sin<t+%n> en —sin(t) =sin(—t))
: 1.1 \_.( a1
5|n(2x+2n+2n)—sm< 3x 311;)
2x+n=—3x—%n+2kn of 2x+n=n—<—3x—%n>+2kn
5x=-137+ 2k of —x=3m+2kn

-_4 .2 =-1
X= 157c+5krc of x 3rc+2krc
—cos<x+%n>=sin<2x+%n> <denk aan —cos(t) = cos(t+m) en cos(t)=sin(t+%n)>
cos(x+§n+n> = sin<2x+%n>

2.\ .. 1
cos(x+131t>—sm(2x+3n>
) 2 1\ . 1
5|n(x+131t+21t)-5|n<2x+3n)
. 1\ . 1
sm(x+26n)—sm(2x+31t>
1__ 1 1__ 1
X+2-m=2x+5n+2kn of X+2—TC—TC-(2X+—TE>+2/(TC
6 3 6 B
x=127+2kn of 3x=-1im+2kn
=12 1.2
x—16n+2kn of x= 2?t+3kn
. sin(t)

V3cos(x) = —sin(x) denk aan tan(t) = e

sin(x
F((x)f_ 3 dus tan(x) =-v3 dus X=-2n+kn (zie tabel)
cos(2x+n)=sin<2x+%n) (denk aan sin(t)=cos(t—%n>)
cos(2x +m) = cos(2x+%n—%n>
cos(2x +m) = cos(2x—%n) met domein x € [0, 27]
2x+n=2x—§n+2kn of 2x+n=—(2x—%n)+2kn
= —%n+ 2kr (geen oplossing) of 4x = —%n +2kn
-1 .1
X = 6rc+2krcdus

_1 )
X—3TC of x 6™
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goniometrische vergelijkingen exact oplossen voorbeelden vervolg

M sin(x) - cos(x) — cos(x) = 0 cos(x) buiten haakjes halen, ontbinden
cos(x) - (sin(x)—1)=0
cos(x) =0 of sin(x)=1
-1 -1 =1
X = 27t+k1tOfX— 27t+2k7t dus x 21t+kTC

M 2sin?(x) —sin(x) = 0 sin(x) buiten haakjes halen, ontbinden
sin(x) - (2sin(x)—1)=0
sin(x) =0 of 2sin(x)=1
sin(x) =0 of sin(x) =

N

X=0+kTCOfX=%7t+2le: of x=%n+2kn

B 2cos?(x) — cos(x) —1=0 los op zoals een kwadratische vergelijking 2p>—~p—1=0 en
gebruik de abc-formule (zie H2)
a=2,b=-lenc=-1 dusD=h’-4-a-c=(-1)>-4-2--1=1+8=9

_1+V9 _1+3_ _1-v9 _1-3_ 1
P=—"F =71 =1 of p= 7 -1 - 2duslosop
cos(x)=1 of cos(x)=—% dus

x=0+2kn of x=§n+2kn of x=—§n+2kn

M notatie cos?(x) betekent (cos(x))* gebruik dit om formule in de grafische rekenmachine in
te voeren

goniometrische ongelijkheden exact oplossen voorbeelden
M sin(x) - cos(x) < sin?(x) op interval x € [0,2n]
op 0 herleiden, sin(x) buiten haakjes halen, ontbinden [k

sin(x) - cos(x) —sin*(x) = 0 - -
sin(x) - (cos(x) —sin(x)) = 0 ﬁ,\\ "*,‘1 _ ' \
sin(x) = 0 of sin(x) = cos(x) | L \_;’J-A\:?L

x=0+kn,x=%n+2knofx=%n+2kn dus

x=%n+knenxe [0, 2m]

dusx=Oofx=%nofx=nofx=%nof X=27

conclusie: x € (0, %n) v (r, 1%7[:) (zie plot)
M 2sin*(x) —sin(x) < 0 op interval x € [0,2n]:

sin(x) buiten haakjes halen, ontbinden Wﬂ

sin(x) - (2sin(x)—1)=0

sin(x) =0 of 2sin(x)=1 //\1

sin(x) =0 of sin(x)=l | /! |
1 2 ,-f’\ f "n,\
x=0+k1tofx=gn+2kn of ! A Y S

x=%n+2knenxe [0, 2]

dusx=Oofx=%nofx=%nofx=n

conclusie: x € (0,%11:) U <%Tt, ) (zie plot)
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4.21 geef alle exacte oplossingen voor x € [0, 2]

a cos’(x)=1 e sin3(x) —sin(x)=0
b sinz(x)=% f 2sin?(x) = 3sin(x) +1=0
¢ 2cos?(x) +cos(x) =0 g cosz(x)=%
d 2cos(x) sin(x) —sin(x) =0
a cos’(x)=1 dus cos(x)=1 of cos(x)=-1 dus x=0V x=1V x=2%
. 1 . 1__1 1 V2 v2_ .1
b sin’(x)=5 dus sin(x)=ty5=t——==t"—-—S=t"=1>V2
sin(x)=l\/f x=in v x=3n
2 4 4
inlx) = % =11 =13
sin(x) = 2\/5 x=17m Vv x=1gm
¢ 2cos*(x)+cos(x) =0 dus cos(x)- (2cos(x)+1)=0 dus cos(x)=0 Vv 2cos(x)+1=0
cos(x) =0 dus x=%n Y x=1%n
1 2 1
2cos(x) =-1 dus cos(x)=—§ dus X=3m v x=1§n

d 2cos(x)sin(x) —sin(x) = 0 dus sin(x) - (2cos(x) — 1) = 0 dus sin(x) = 0 of cos(x) = % dus
sin(x)=0dusx=0 VvV x=m V Xx=2T

cos(x)=% dus x=%n v x=1%n

e sin3(x) —sin(x) =0 dus sin(x)- (sin®(x) - 1) =0 dus sin(x)=0 of sin?(x)=1
sin(x)=0 x=0 V Xx=n V X=2%m
sin?(x) =1 dus sin(x) = 1 of sin(x) =—1 x=%n Y x=1%n

f 2sin?(x) - 3sin(x)+1=0 los op met de abc-formule: 25s>~3s+1=0
a=2,b=-3enc=1 dus D=b*-4-a-c=(-3)>-4-2-1=9-8=1

_—b+VvD _-(-3)xV1 3+1 o L1
N I I R dussm(x)—lofsm(x)—z
S I S § 1 =3
sin(x) = 1 geeft x = 5T sin(x) 3 geeft x gt vV x=gm

20y 2 3 _B_V3_V3_1 _1
g cos (x)-4dus cos(x) = 4 vz 2 -2v3 of cos(x) = 2\/3
=1 =1 -12
cos(x)—2v3 X=gm VvV X 1615
=1 =3 -11
cos(x) = 5V3 x=gm VvV x=lgm

4.22 oplossen ongelijkheid met exacte berekening
- cos(t) < 0,5sin(2t) met domein [0, 2rt] (maak plot)
cos?(t) = 0,5sin(2t) dus cos?(t) = sin(t) - cos(t) (zie verdubbelingsformules) dus
cos?(t) — sin(t) - cos(t) = cos(t)(cos(t) — sin(t)) = 0 en cos(t) = 0 of cos(t) = sin(t)

I =T
t=jrkn of t=Zekn s,

dust=ln of t=11n oft=l1t of t=1ln
4 4 2 2 P .
i ;oo o
conclusie: T < t<=m of 1in<t<1in N, , E.._.-’ i
4 2 4 2 *, N
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afgeleide
M als x(t) = sin(t) dan geldt x'(t) = cos(t)

- %sin(t) = cos(t)

voorbeeld met kettingregel
B x(t) = sin(2t + 1) dan geldt x'(t) = 2 - cos(2t + 1)
M als x(t) = cos(t) dan geldt x'(t) = —sin(t)

[ | %cos(t) = —sin(t)

voorbeeld met kettingregel
m x(t) = cos(t?) dan geldt x'(t) = 2t - —sin(t?) = —2t - sin(t?)

M als x(t) = tan(t) dan geldt x'(t) = —L1 enx(t)=1+tan¥(t)
c

0s2(t)

en differentieer met behulp van de quotiéntregel

gebruik tan(t)= CS;:((?)

dtan(t) 1
dt cos?(t)
d

- = 2
ldttan(t) 1+tan*(t)

primitieve
M als x(t) = sin(t) dan geldt primitieve X(t) = —cos(t) + ¢
voorbeeld met kettingregel
x(t) = sin(2t + 1) dan geldt X(t) = —% -cos(2t+1) +c¢
M als x(t) = cos(t) dan geldt X(t) = sin(t)
voorbeeld met kettingregel
x(t) = 3t - cos(t?) dan geldt X(t) = % -sin(t?) + ¢

90

sin(t)

-

\\

- cos(t) differentiéren cos(t)

(t)/

/

-sin

7N

- cost primitiveren cost

N

-sint

B bij het primitiveren van ingewikkelder goniometrische functies wordt vaak gebruikgemaakt

van verdubbelingsformules enz.
voorbeeld primitiveren met verdubbelingsformule

1

x(t) = cos?(t) dan x(t) == - cos(2t) +% (want cos(2t) = 2cos?(t) — 1)

2
q 1. 1
an geldt X(t) = e sin(2t) +§t+ c



4.23

4.24

4.25

toelichting 91

bepaal de afgeleide
1
sin(x)

a y=%sin(4x) b y=sin’(3x) ¢ y=sin(x)-cos(x) dy=

a ys= %cos(4x) -4 =2cos(4x) (kettingregel)
b y'=2sin(3x)-cos(3x)-3 = 6sin(3x)-cos(3x) = 3sin(6x) (kettingregel, verdubbelingsformule)
¢ y'=-sin?(x) +cos?(x) (productregel) of

herschrijf y = sin(x) - cos(x) = 0,5sin(2x) dus y'=0,5 - 2cos(2x) = cos(2x) (kettingregel)

d y=sin"}(x) dus y'=-sin"?(x) - cos(x) = —cos(x)) (kettingregel)

sin?(x

bepaal de afgeleide

a y=3x2+55in<4x—%n> b y=2x2~sin<3x+%n> ¢ y=5sin3(x?
1 - 2sin(x) 3

d y = atan®(x o 5 —

=l 3 - cos(2x) fy 5c0s°(2x)

a y'=6x+5- 4cos<4x - %n>= 6x + 20cos <4x - %n) (kettingregel)

b gebruik de productregel

y'=4x- sin<3x+%n> +2x2- 3cos<3x+%n> =4x- sin<3x+%n> +6x2- cos<3x+%n)

¢ y=5(sinkd)’
y'=5-3 (sin(x?)* - cos(x?) - 2x = 30x - sin?(x?) - cos(x?) (kettingregel (twee maal))

d y=4(tan(x))’ " (

'=4-3. 2 1 _ sinf(x) g =12sin2x)

y'=4-3 '(tan(X)) peT 12 05x) cos?) | cos*(x)
_1-2sin(x)

3 - cos(2x)
. (3 cos(2x)) - —2cos(x) - (1 - 2sin(x)) - 2sin(2x) (quotiéntregel)
y'= G - cos)? quotiéntrege

(kettingregel)

3

_ _3 -6
s 5cos®(2x) ° (cos(2x)

y'= % - =6+ (cos(2x)) ™ - =sin(2x) - 2 = %(cos(Zx))'5 -sin(2x) = %223 (kettingregel)
bepaal de primitieve
a fix) =%sin(4x) b g(x)=sin?(3x) ¢ h(x) =sin(x) - cos(x)
a Flx)= —% . %cos(4x) +c= —% - cos(4x) + ¢ (kettingregel)
b denk aan cos(2t) = 1 — 2sin?(t), dus g(x) = sin*(3x) = % - %cos(6x) dus G(x) = %x - 1—12 - sin(6x)

(verdubbelingsformules)

¢ h(x)=sin(x) - cos(x) = %sin(Zx) dus H(x) = —%cos(Zx) (verdubbelingsformules)




begrippen en relaties periodieke functies

samengestelde trilling
M f(x) = sin(ax) + sin(bx) met a # b is een samengestelde trilling

twee manieren om een (gemeenschappelijke) periode te bepalen.
m de periode bepalen van f(x) = sin(6x) + sin(4x). De periode van u = sin(6x) is 2?“ =%
2n_1_
4 2
. . 1.2 1__3
schrijf de periodes met de zelfde noemer: Fn=gnensn=on

het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van 2 en 3is 6

de (gemeenschappelijke) periode is gr="

m de periode bepalen van f(x) = sin(6x) + sin(4x)
de 6x en de 4x zijn beide deelbaar door 2

de (gemeenschappelijke) periode is ZTTC =

en de periode van v = sin(4x) is

T

cirkelbeweging

B harmonische beweging is een periodieke beweging
ook wel trilling genoemd, om een
evenwichtspunt, zodat de grafiek een
sinusoide is
voorbeeld

P doorloopt een cirkel met constante snelheid.

Dan zijn de projecties van P op de x-as en de

92

T

y-as harmonische bewegingen.

M periodieke beweging van P' (projectie van P op de
X-as) noemen we u

m formule u(t)=b+a- sin(z—;_t(t - d))
m b evenwichtsstand °T Q

m a amplitude is de straal van de cirkel

m T trillingstijd of periode; de tijd nodig

om één keer de cirkel rond te z

komen o M= (b,0)
m d tijdstip waarop het punt door de

evenwichtsstand gaat

d __d. . s
criode T het faseverschil met een punt dat op t = 0 stijgend

(met dezelfde snelheid als P) door de evenwichtsstand gaat
oftewel: het hoeveelste deel van een periode het punt achter of voor loopt

m faseverschil

omtrek cirkel _ 2xtr
T T
m hoeksnelheid ® van Pis de hoek (het aantal radialen) waaronder P per tijdseenheid

m snelheid van P =

o 28
draait o = T
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samengestelde trilling

Bepaal de periode van f(x) = sin(6x) + sin(9x) + sin(24x).

. . L 2m_ 12 _ 2m_ 8 2n_ 1 __ 3
Periodes van de afzonderlijke delen zijn 6 -36™ 9 ~36" 54127 36"
Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van de tellers 12, 8 en 3 is 24

2

Dus de gemeenschappelijke periode is %n =37

punt P cirkelbeweging

Punt P doorloopt een cirkel met een constante
snelheid tegen de klok in.

Op t = 0 bevindt P zich op de plaats in de figuur.
Pis in precies 6 seconden één keer rond;

P'is de projectie van P op een

verticaal scherm en OP' = u. u
Punt Q doorloopt dezelfde cirkel met dezelfde

snelheid en in dezelfde richting als P. Q I,;, ”””””””

Op t = 0 bevindt Q zich op de plaats in de figuur. Y X
Q'is de projectie van Q op een verticaal scherm en 0Q'=m

Geef een formule voor u als functie van t.

Geef een formule voor m als functie van t.

¢ Bepaal de snelheid van P in m/sec.

De formule is van de vorm u = b + asin(zTn(t - d))
evenwichtsstand b=5 en straal van de cirkel =a =4
T =6 (tijd om precies één keer rond te gaan)

stijgend door de evenwichtsstand opt =0 dus d =0

- 5.+ 4sin(25¢)
u—5+45|n(6t

T=6dus Q legt % cirkel af in 1,5 sec. dus op t = 1,5 gaat Q stijgend door de

evenwichtsstand oftewel d = 1,5

de formule wordt: m = 5 + 4sin (%(t - 1,5))

omtrek cirkel _ 2r- 4
T 6

snelheid = ~4,19 m/sec
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cirkelbeweging en bewegingsformules
B bewegingsformules voor een punt P(x, y) in het Oxy-vlak dat met een hoeksnelheid
van 1 rad/sec de eenheidscirkel doorloopt, zijn
x(t) = cos(t)
{y(t) =sin(t)
m komt overeen met vergelijking cirkel x*+y?=1
B bewegingsformules voor een punt P(x, y) in het Oxy-vlak dat met een hoeksnelheid van o
rad/sec een cirkel doorloopt met middelpunt (g, b) en straal r zijn
x(t)=a+rcos(wt)
{y(t) =b+rsin(ot)
m komt overeen met vergelijking cirkel (x — a)? + (y — b)? = r?
B o (omega) geeft de hoeksnelheid aan
M eenparige cirkelbeweging als punt met constante snelheid cirkel doorloopt dus als

v(t) =/ (x'(t))> + (//'(t))* = constant

. 21 1 .
M periode =—-=———— en periode- 0 =27
P ®  frequentie P

B omlooptijd en periode zijn hetzelfde
B parametervoorstelling de twee bewegingsformules samen vormen de
parametervoorstelling, gebruikt een hulpvariabele, meestal t
x(t) = fit)
y(t)=g(t)

B parameterkromme is de grafiek bij een parametervoorstelling

x(t) = cos(t)

® heeft de vorm x=f(t)eny=g(t) of { Jit) = sin(#)

bijvoorbeeld {

B vergelijking van een parameterkromme kun je ook schrijven met behulp van vectoren (zie
hoofdstuk 7)
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4.28 omlooptijd
Punt P maakt een cirkelbeweging met constante snelheid.
Projectie van P op de horizontale lijn door A wordt P' genoemd.

PA= 25in(§(t + 1)) met tin seconden

a Bepaal de omlooptijd T van P in seconden nauwkeurig.

b Geef in de tekening aan waar P zich bevindt op t = 0. P
—_ Y
a T=periode = 22_n =9,4 dus T is ongeveer 9 seconden. A
3

b opt=-1gaat Pdoor evenwichtsstand in punt E; één keer rond is 360°, dit duurt
9,4 seconden, dus in 1 seconde legt P ongeveer 38° af.

4.29 cirkel
Een punt P beweegt over een cirkel met straal 2 en middelpunt (3, 5)
opt=0isPin het punt (4,5-v3)
periode is 0,5
- Geef de bijbehorende bewegingsformule voor P en bepaal de hoeksnelheid.

periode - hoeksnelheid = 2r dus hoeksnelheid = 4n

X(t) =3+ 2COS(4TC(t — a)) Klygsde il -_'I'I pEEedglinih
punt P beweegt volgens . e

Y(t) =5+ 2sin(4x(t - a)) F ,
punt (4,5—V3) ent=0invullen geeft ix 'I
3 +2cos(4n(0-a))=4 en 5+2sin(4n(0-a))=5-V3 il

=i L b |

cos(-4ma) = 0,5 en sin(-4na) =-0,5V3

je weet dat cos(—%n) =0,5 en sin(—%n) =-0,5V3 dus -4na= —%n dusa= %

richting waarin P loopt is positief; tegen de wijzers van de klok in

4.30 startpunt en draairichting
x(t) = —sin(t)
Y(t) = cos(t)
- Geef voor punt P en punt Q de startpositie en de draairichting
t = 0 invullen geeft voor P punt (0, 1) en voor punt Q (-1, 0)
t=0,5mis een kwart periode verder invullen geeft voor .
P punt (-1, 0) en voor punt Q (0, 1)
conclusie: P heeft een positieve draairichting en Q heeft een

x(t) = —cos(t)

en punt Q beweegt volgens {y(t) _ sin(t)

Punt P beweegt volgens {

Elps "miTH TpaCeddlh

1

negatieve draairichting (zie ook plot voor P)
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cirkel

t)=r- t
B bewegingsformules {X() recos(wt)

y(t)=r-sin(ot)

m komt overeen met vergelijking cirkel x> +y? = r? T DT
voorbeeld “t
t) = 2cos(t
een punt P beweegt volgens X(t) .COS ( )en snijdt
y(t) = sin(2t)
_—
de lijn y = x als sin(2t) = 2cos(t) = =
dus 2cos(t) - sin(t) = 2cos?(t) dus
cos(t)(cos(t) —sin(t)) =0 dus cos(t)=0 of cos(t)=sin(t)
conclusie: t =X 4+ kn of t=D 4 kn
2 4
ellips
. x(t) = a - cos(t)
B bewegingsformules . (a#Db) Kipsdeasil) [FipsdainT)
y(t)=b-sin(t) i —t
5 '
m komt overeen met vergelijking ellips (g) + (‘%) =1 {'ﬁ ,.-%
m komt overeen met vergelijking cirkel alsa=b N : S
rechte n in(0t) Elyeinitl  [Fiysdainit
x(t)=a-sin(w x
| ingsf | -~
bewegingsformules {y(t) —b-sin(ot) o
.. b -
m komt overeen met deel van de lijny = 7x P
= 71as8. 08
F=i . flards” =i . FladE
spiraal van Archimedes
B bewegingsformules {X(t) Joesld o bl LS o Sl e
y(t)=t-sin(t) -~ .e-_’_:_a|__;--.x .
o uRAR
Lissajous-figuur N D,
. b’ 8 oy [X(=a+bsin(m(t+a) ot aett g
ewegingsformules i) = c+ dsin(n(t+ ) T

W Lissajous-figuur is een trillingspatroon; ontstaat als resultante van twee harmonische
trillingen langs onderling loodrechte richtingen (assen)

| sinusoiden x en y zijn beiden sinusoiden ——
m b#d als trillingen in amplitude verschillen dan is de
Lissajous-figuur in één richting uitgerekt

Ity

i | /[ |
\T..

(K]
=

FEReLT =g
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431 ellips
Iy - x(t) = 2 + cos(Vt)
unt P beweegt volgens =
g g y(t) = 3 +4sin(\/f) i'Ir-!--\.l\.-'..:‘r__.,_'l'l\_rh---‘|1.|..r.
- Beschrijf de figuur 4 L
- ellips, lengte horizontale as is 2, lengte verticale as is 8 ( }
- xligttussenlen3enyligttussen—1en7 T  S——
- centrum (2, 3) = =2
4.32 rechte =2URCITH =AY
x(t) = 2 - sin(3t) il
a Schets de figuur van . "
y(t) =3 -sin(3t) -~
x(t) =2 - sin(3t) ~
b Schets de figuur van {y(t) =3 -sin(-t) ;;1_-.“-":"-- =

a figuuris een deel van de rechte lijn y = 1,5x met beginpunt (-2, —3) en eindpunt (2, 3)
b belangrijkste punten zijn

1 1 5 1 1 5 Elpsliincity [Fipsdiing 1
t 0 611: 275 61t T 16n 121'5 161'c 21 C::_____-—-
X 0 2 =2 2 0 =2 2 =2 0 =
-
y 0 |-15| -3 |-15| 0 [ 15| 3 [15]| O I
:;:| LA 41:_“:
de punten (=2, —3) en (2, 3) zijn keerpunten (zie ook H7)
4.33 Lissajous x(t) =2+ 3sin(ln<t—l>>
: 2 6
Gegeven is de kromme K q 1
y(t) =1+ 2cos <§n<t - §>> ir.~;..'--—--——-- ===,
)
a Bepaal de periode van de beweging van K. b P, - e
b Bepaal exact de snijpunten van K met de x-as. e
Hoe vaak snijdt de kromme de x-as in één periode.

a De periode van x isi—rE =4 ende periode van y is i—n =6 dus de periode van K'is 12.
ST ST
2 3
- La(e-1)) = La(e-1))=-1
b y=0dus 1+2cos(3n(t 3)> 0 dus cos(3n<t 3)> > dus
1 1.2 1o(t-1)=-2
§n<t—§>—3n+2kn of 3Tt(t 3> 37t+2kﬂ: dus
1_ 1_
t—§-2+6k of t—g——2+6k dus
o1 =-12
t-23+6k of t 13+6k

1

I P P
C 4keern|.voort—23,t 43,t 83ent 103
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afstand
MW afstand P(x, y) tot O(0, 0)
m op tijdstip t tinvullenin OP=/x%(t) +y2(t)
M grootste afstand van P(x, y) tot O(0, 0)
m berekenen met OP = 1/x?(t) + y?(t) is maximaal
dus als x2(t) + y2(t) is maximaal
dus als (x2(t) +y2(t))' = 0
m beredeneren met maximum of minimum van sin(t) en cos(t) is 1 of —1
® benaderen

m TI-84 plot y;, =/ (x(t))> + (y(t))? en CALC en 4: maximum

m CASIO plot y; =/ (x(t)* + (y(t))> en SHIFT G-Solv MAX

snelheid

M richting van de snelheid van een punt P met positie P((x(t), y(t)) valt langs de raaklijn in dat
punt P((x(t), ¥(t))

M snelheid van P((x(t), y(t)) op tijdstip t

m berekenen met v(t) = /(x'(t))> + /(1)) en tinvullen

B zichtbaar maken op grafische rekenmachine i e
m TI-84 MODE en Dot levert een stippellijn waarbij een
grotere afstand tussen de stippen naar een
grotere snelheid verwijst oy | ——

met Tstep (WINDOW) stapafstand instellen
m CASIO SHIFT SET UP kies Draw Type : plot, dit levert een stippellijn waarbij een
grotere afstand tussen de stippen naar een grotere snelheid verwijst
met pitch (SHIFT V-Window) stapafstand instellen
B maximale/minimale snelheid van P((x(t), y(t))

m berekenen met v'(t) = 0 dus (\/ X'(8)? + (v'(t) Z)I =0

dus ((x'(t)?+ ('(t)?) =0 (zonder wortelteken)

tinvullen in v(t) geeft de maximale/minimale snelheid
m beredeneren met het maximum of minimum van sin(t) en cos(t) is 1 of —1
m benaderen

m TI-84 plot y; =/ (x'(t)*+ (' (t)* en CALC en 4: maximum
m CASIO plot y; =1/(x'())*+ (' (£))* en SHIFT G-Solv MAX

H baanversnelling van P((x(t), y(t)) op tijdstip t

m berekenen met v'(t) waarbij v(t) =/ (x'(t))* + (y'(t))?

m versnelling in de x-richting is x"(t) en in de y-richting is y" (t)
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x(t) = 2cos?(t)
y(t) =sin(2t)

ElpedigwiilTy

Een punt P beweegt volgens {

- Vipsiiail T}

afstand dus
VX2 (t)

V4cos?(t)(cos(t) +sin(t)) = 2|cos(t)| conclusie: grootst mogelijke afstand is 2

=8

- Bereken de grootst mogelijke afstand van P tot de oorsprong. [

1) +y2(t) = Y 4cos*(t) + sin?(2t) = y/acos*(t) + 4sin?(t) - cos(t) =

snelheid

t) = 2cos?(t,
Een punt P beweegt volgens {X( ) = 2cos°(1)

y(t) = sin(2t)
a Bereken exact de snelheid op tijdstip t = %n

b Bereken exact de versnelling in de y-richting voor t = %n.

a x'(t) =-4cos(t) - sin(t) en x'(%n) = —4cos(%n) -sin(ln) = —4-%\/?-

Y'(t) = 2cos(2t) en y' (%n) = 2cos<%n> =% % =1l
(t)=V(-V3)2+12= V4 =2

b y(t) = sin(2t) dus y'(t) = 2cos(2t) dus y"(t) = —4sin(2t) dus

de versnelling in de y-richting isy"(%n) =—4sin (2 o %n) =-2v3

e S—
¥=d

L
T
"

ElpsCaildiT ).

snelheid x(t) = cos(vD)

(s LEE b

J.-r'-'_.
(zie plot) tx
~-\--|—l

Punt P beweegt volgens
e {y(t)—5| (vVt)

- Bereken exact voor welke t geldt v(t) = 1.
v(t) = V(x (1) + (V' (1)* = \/(
1_ =1

\/%—1 dus als t—4

maximale snelheid
Punt P beweegt volgens {

fz1
Fx Digidikid

—sin(vH)\" [ cos (V%) 2_ (sin?(Vt) + cos? (V1)
2Vt )*( 2Vt > \/ at

v(t) =

x(t) = 2cos(t)
y(t) =sin(t)
- Bereken exact voor welke t de snelheid van P maximaal is.

[
+
_-I'"J

= iaisT e |

) = /3sin?(t)

= \/4sin?(t) + cos?

vi(t) = /(x (1) + (V' (£) = (= 2sin(t))? + (cos(t))?

+1

v(t) maximaal dus v'(t) = 0 dus ook (3sin?(t) + 1) =0 (zonder

wortelteken)

v(t) is maximaal of minimaal als 2 - 3 - sin(t) - cos(t) = 0 E S

dus als t=0+%kn

I-J Il|u|'\I
v(t) is maximaal als t = %n + kr zie plot van v(t) =LEFAreED

=3
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uiterste waarden
B berekenen
m hoogste of laagste punt y'(t) = 0 want y(t) is maximaal of minimaal
m meest linkse of rechtse punt x'(t) = 0 want x(t) is maximaal of minimaal
Bl beredeneren uiterste waarden beredeneren met behulp van maximale waarde van sin(t) en
cos(t) is 1 en minimale waarde van sin(t) en cos(t) is —1
B benaderen met de grafische rekenmachine zie H8 en H9

helling of richting van de raaklijn aan parameterkromme

d i}
M berekenen met—ydelen door%oﬂewell,
dt dt X

M verticale raaklijn als x'(t)=0 en y'(t)#0
B horizontale raaklijn als y'(t)=0enx'(t) 20
B grafische rekenmachine
B TI-84 2nd CALC in grafiekenscherm t = ... invoeren geeft
gevraagde waarde van de helling . .
m CASIO SHIFT SET UP kies Derivative : On, als met SHIFT
Trace over de kromme wordt gelopen komt

automatisch ook de richtingscoéfficiént op het scherm

keerpunt
M berekenen
m X'(t) =0 én y'(t) =0 want bij keerpunt geldt v(t) = 0 dus v/ (x' (t))* + (' (£))* = 0 dus
(X' (1)*+ (/' (t)*=0éndus x'(t)=0én y'(t) =0
m letop: x'(t) =0 eny'(t) 2 0 dan verticale raaklijn/buigpunt
m letop: x'(t) £ 0 en y'(t) = 0 dan horizontale raaklijn/buigpunt
B helling keerpunt benaderen met)L: of met behulp van Ax en L
X At 7 At
H bereken het keerpunt en de bijbehorende t waarde: t =a
B benader de helling met behulp van het differentiequotiént tussen het punt mett=a

ent=a+ 0,001 of doort=a+0,001intevullen in%

voorbeeld
x(t) = sin?(t)

y(t) = 4sin(t)

B bepaal helling in het keerpunt met t = %n van {

(3= (3)-co(3) oeny () - ses ) -
keerpuntwantx<2n> 2sin ST)cos(5m Oeny o7 4cos o7 0

benadering helling door t = %TE+ 0,001 in te vullenin

y 4cos(t) 2 2 .

X" 2sin(t) - cos(t) _ sin({) sin@m 0,ool>

1

conclusie: de helling in het keerpunt met t = >

w is bij benadering 2.
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4.38 snelheid en richting
x(t) = 2sin(t)

Y(t) = 3cos(t)
a Bereken de snelheid van P in het hoogste punt.

Een punt P beweegt volgens {

b Benader in twee decimalen de richting van de parameter kromme als t = 1.
a hoogste punt als y(t) = 3cos(t) is maximaal, dus t =0

x'(0) = 2cos(0) = 2 en y'(0) = -3sin(0) =0 o R
T k|
gevraagde snelheid = V2% + 0% =2 { j
Yt _y@) _-3sin() A
hell =T "= "= ~-2 34 = s
b helling x'(t) x'(1) 2cos(1) . u Lo BT IAT]
4.39 keerpunt en helling x(t) = 2+3sm< (t——))
Gegeven is de kromme K -
y(t)=1+ 2cos< (t - —)) A J
¥ "-n-..__‘_'e' o
a Bereken exact de codrdinaten van de keerpunten. =
= -
b Bepaal de helling in het rechter keerpunt. £=1 V=i I PN

a keerpuntals x'(t) =0 en y/(t) =

x'(t) = 111T.COS( <t——)>=0 duscos(%n(t—%)>=0 dus
%n(t—%>=%n+kn

t-2=1+2kdust=1%+2k

y'(t)=—%nsm( <t——)> 0 dus sm( <t——)>=0dus
%n(t—%>=0+kn

t-2=0+3k dus t=7+3k

dus x'(t) = 0 en tegelijkertijd y'(t) =0 als t = 31 ent= 9%

((52) -2+ n(3x(53-2) =

keerpunten zijn 1 q 1ol dus (-1,-1)
y<3€)=1+2COS<§ﬂ<3g—g>>=—1
x(9%) =2+3sin(3n(92-2)) =5
2 9 B dus (5,-1)
y(gg) =1+ 2COS(§TC<9E—€>> =-1
b heIIingin(5,—1)dusa|st=9%:

kies een t-waarde dicht bij t = 9l bijvoorbeeld t = 9% +0,001
(9l ~1)) - o
X<96+0,001> 121'cc05<2 (96+0001 6)) 0,0074
(9l =—21in(in(ol -1)) <
y<96+0,001)— 3TES|n<37£<96+0,001 6)) 0,0022
y_00022 .
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van bewegingsformule naar vergelijking met xen y
eerste manier
M ga uitvan sin?(at) + cos*(at) =
m vervang sin(at) en cos(at) in sin’(at) + cos?(at) = 1 zodat een vergelijking in x en y

ontstaat
ElpsdigeiiTy, ThpsiiadliTh
voorbeeld 1

x(t) = 2cos?(t) t/"'—"“'"-.
H punt P beweegt volgens . b
y(t) = sin(2t) 7

x ""'H_,-'-""-.

m herschrijf x(t) = 2cos?(t) en dus cos*(t) = 5 1= »

m herschrijf y(t) = sin(2t) = 2sin(t) - cos(t)

dussin(t)=2c3/5( en cos(t \/7dussm(t \/,dussinz(t)=J2/—X
2

m vervang sin(t) en cos(t) in sin?(t) + cos?(t) =1

2
‘y = —
ﬂ+§_ lleverty?+x*=2xenx’-2x+y?=0
herschrijven tot (x — 1)? + y% = 1 dus cirkel met middelpunt (1,0) en straal 1

voorbeeld 2
x(t) = sin(t) - cos(t)

Yt) = cos(t)
m herschrijf y(t) = cos(t) dus cos’(t) =y
m herschrijf x(t) =sin(t) - cos(t) dus sin(t) =

B punt P beweegt volgens {

2

X _X in2(f) = X~
os) Y dus sin“(t) )
2

m vervang sin(t) en cos(t) in sin®(t) + cos?(t) = 1 dus )%+y2 =lofx*+y*=y2

tweede manier met substitutie, herken de goniometrische formules
W herschrijf x(t) = ... en y(t) = ... en substitueer x(t) in in y(t) of andersom

voorbeeld 1

x(t) = 4sin(t) cos(t) + 1

B punt P beweegt volgens {y(t)  3sin(21)

m x(t) = 2sin(2t) + 1 en y(t) = 3sin(2t) dus y(t) = 1% - x(t) - 1%dusy = 1%x— 1%

voorbeeld 2

x(t) = 2cos?(t)

(t) = cos(2t)

m y(t) = cos(2t) =2 - cos*(t) ~1=x(t) - 1dusy =x—1

® punt P beweegt volgens {

G X

derde manier als de vergelijking al bekend is
B substitueer de bewegingsformules in de vergelijking (x en y vallen dan weg)
Bl gebruik goniometrische formules tot er een ware bewering ontstaat zoals 0 =0
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4.40 van bewegingsvergelijking naar vergelijking met x en y: cirkel

ElpsCcaacd (T iy ssiad 1T,
Punt P beweegt volgens {X(t) = cos(Vt) (zie plot) ’ f—"—:;
y(t) =sin(Vt) { \
- Toon aan dat de bijbehorende grafiek een cirkel is. \k_._,_,_..-'"'l
x =cos(Vt) en y=sin(Vt) vervangsin(vt) cos(Vt)in = bwanann hepasens |

sin?(VE )+ cos’(VE) =1 geeft y>+x>=12
conclusie: parameterkromme is een cirkel.

4.41 van bewegingsvergelijking naar vergelijking met x en y: ellips

Elpsicascly [FipssiadTy
Punt P beweegt volgens {X(t) ) 2.cos(t) (zie plot) e "
yt) =sin(t) { )
- Toon aan dat de bijbehorende grafiek een ellips is. L S
herschrijf x =2cos(t) endus cos?(t) = XT en y=sin(t) endus =3 ¥=4

2
sin?(t) = y? vervang sin(t) en cos(t) in sin(t) + cos?(t) = 1 geeft XT+y2 =1
conclusie: parameterkromme is een ellips

4.42 van bewegingsvergelijking naar vergelijking met x en y: parabool
x(t) = cos(t)
y(t) = sin’(t)

x=cos(t) dus cos?(t)=x? en sin?(t)=y

- Laat zien dat de parameterkromme { een deel van een parabool is.

ElpsCaiilh TpsCERd T3,

vervang cos(t) ensin(t) in sin’(t) + cos*(t) =1 geeft y+x*=1 dus Fd '

ey '

y=-x*+1 dus parameterkromme is deel van een parabool

L]
L~

4.43 van bewegingsvergelijking naar vergelijking met x en y: parabool

x(t) = cos(t)

- Laat zien dat de parameterkromme een deel van een parabool is.
y(t) = cos(2t)

il = TmCieea T Tradean
x=cos(t) dus cos?(t) = x? eny=cos(2t) =1 - 2sin*(t) dus sin*(t) = —Zy o
' I
. . 0.3 2 1_y 2 I"- ;
vervang cos(t) en sin(t) in sin“(t) + cos“(t) =1 dus 5 tx"= 1 dus i
y _ 2X2 _ 1 Bil ik

conclusie: parameterkromme is een deel van een parabool

4.44 Dbewegingsformules omschrijven naarxeny EiysainT) FhyaieiiT)
Laat zien dat deze bewegi fos {02250 { 7
aat zien dat deze bewegingsformules Jit) = sin(2t) voldoen aan t _ .'
i’
de vergelijking x* - 4x*>+4y*=0 138 »

16sin*(t) - 4 - 4sin’(t) + 4 - sin?(2t) =
16sin*(t) - 16sin?(t) + 16cos?(t) sin®(t) =16sin*(t) — 16sin?(t) + 16(1 - sin?(t)) sin?(t) =
16sin*(t) - 16sin%(t) + 16sin*(t) - 16sin*(t) = 0 dus x* - 4x% + 4y =0
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x(t) =
om naar een

oppervlakte berekenen
{y(t) =

B herschrijf tot y(x) en werk bewegingsformules
vergelijking van de vorm y(x) =

B bepaal primitieve van y(x) Bereken met de primitieve van y(x) de oppervlakte van
het gevraagde gebied of benader de oppervlakte met behulp van de grafische
rekenmachine.
voorbeeld oppervlakte (begrensd door x-as en het deel van de grafiek dat boven de x-as ligt)

x(t) = 2sin(t)

B I lakte b -
J{t) = 3cos(d) epaal de oppervlakte begrensd door x-as en

H punt P beweegt volgens {

het deel van de grafiek dat boven de x-as ligt.

eerste methode herschrijf om naar y(x)=
2
m herschrijf x(t) = 2sin(t) dus sin(t) = % ensin?(t) = (g)

Y(t) = 3cos(t) dus cos(t) = )—3/ en cos?(t) = (%)2

2 2
m vervang sin(t) en cos(t) in sin®(t) + cos?(t) = 1 dus (%) + (%) =1
2 2
herschrijven tot y = \/9(1 - (%) ) = \/1 - (g)
2 e
m benader de oppervlakte =3 [4/1- (5) dx =9,42
2

m TI-84 gebruik in basisscherm MATH MATH 9: fnint(

2
vul op de puntjes de gegevensin: [...d...= | (1 - <§)2> dx
e -2

m CASIO gebruik in RUN menu OPTN CALC | dx:

tikin;j( (1— (§)2> , —2,2) 3

tweede methode beredeneer

x(t) = 2sin(t)
y(t) = 3cos(t)
m de ellips ontstaat uit de eenheidscirkel door een verticale vermenigvuldiging
met 3 en een horizontale vermenigvuldiging met 2
m oppervlakte van de cirkel is dus met 6 vermenigvuldigd
de oppervlakte van de eenheidscirkel is
dus de oppervlakte van de halve ellips is 3n

m de parameterkromme { heeft de vorm van een ellips
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4.45 oppervlakte ellips

X(t) = 2C05(t) Elpsdcaell) TpsgiadTh
yit) = sint) —teng

Punt P beweegt volgens {

a Benader de oppervlakte van de ellips in twee decimalen

A

nauwkeurig. -l

(1K}
[t

b Wat is waarschijnlijk het exacte antwoord? Verklaar dit.

2
a Herschrijf de bewegingsformule tot XT+y2 =1 dus

vergelijking bovenste helftis y=1/1 - %xz;

snijpunten x-as: (-2, 0) en (2, 0)

2
oppervlakte bovenste helft [1/1 - %xz dx
3

oppervlakte totaal benaderen met bv.
TI-84: basisscherm met MATH 9: fnINT(

2 fnlnt<\/1 —%xz , X, =2, 2) levert 6,2831 dus oppervlakte ellips is 6,28
CASIO in basisscherm met OPTN CALC [(y/(1-0,25x?),-2,2)x2=6,28

b Echte oppervlakte ellips is waarschijnlijk 2r
ellips = {x(t) = 2cos(t)
y(t) =sin(t)
alle x-codrdinaten worden twee keer zo groot als bij de cirkel,

Pl ri =k A SN

dus ook de oppervlakte wordt twee keer zo groot
oppervlakte cirkel =t dus oppervlakte ellips = 21

4.46 oppervlakte berekenen
x(t) = cos(t)
y(t) = cos(2t)

- Bereken de exacte oppervlakte tussen parameterkromme en de x-as.
Herschrijf de bewegingsformule tot y =2x? -1 (zie opg. 4.43)

snijpunten x-as zijn (/0,5 , 0) en (/0,5 , 0) EhecesTl  WhecesitD
V0,5 Vo5 1 Ir
opperviakte=- [ (2x*-1) dx=—[§x3—x] = L".k ;a
-((2-05-105-05) - (2-05--/05+v05) ) =11 vas = -
3 7 ’ ’ 53 ) ) =iz v
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snelheid

B (t)= X(0)7+ /()7 met {XzX(:))

=)
versnelling van P((x(t), y(t)) op tijdstip t

B v/(#) waarbij v(t) = /(x'(t)*+ (/' (t))?

m versnelling in de x-richting is x" (t) en in de y-richting is y"(t)

baanlengte parameterkromme berekenen

106

b b x=x(t
B baanlengte over interval [a, b]is L= [v(t)dt= [ (x'(t))>+ (//(t))* dt met { ®
a a )/=J/(t)
of
B herschrijf tot een vergelijking van de vorm y(x) = ...
X =
werk bewegingsformules om naar y(x) = ... dus zonder t
gine {y =y(t) Y
b
M lengte = [{/1+(y '(x))* dx lengte van grafiek over het interval g, b]
voorbeeld lengte e
oount Pb vol x(t) = 2sin(t) ! Ly
punt P beweegt volgens J(t) = 3sin()
m herschrijf toty =ax;
. . 1 e
x=2sin(t) dus sin(t) =5 x S it g

dusy=%x

x = 2sin(t) dus x-interval loopt van -2 tot 2

b 2 2
u lengte met integraal = [/1+(f'(x))*dx= [{1+ (%) dx =
a -2

of

m lengte met Pythagoras keerpunten als x'(t) = 2cos(t) = 0 en y'(t) = 3cos(t) = 0 dus als

t= g + kr dit levert twee keerpunten (2, 3) en (-2, -3)

lengte lijnstuk = V4% + 6% = V52 =2v13
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4.47 parabool
x(t) = sin(t)
Y(t) = cos(2t)

Bereken de richting van de parameterkromme in het rechter snijpunt met de x-as.

Een punt P beweegt volgens {

Bewijs dat de parameterkromme twee keerpunten heeft.

Bepaal de richting in het rechter keerpunt.

Bewijs dat de parameterkromme een deel van parabool is.

Bereken de oppervlakte van het gebied tussen de grafiek en de x-as.

Bepaal de lengte van de parameterkromme.

snijpunt x—as: y(t) = 0 dus cos(2t) = 0 dus t =% \
9 T i

y(t) -2sin(21) 4 ~ —25|n<§> -4 / 1II'

——=——"dus rc=———-=—=-2,83

X(t)  cos(t) cos(%) V2 g dn L AN

o " Q9 N & Q

b keerpunt als v(t) = 0 dus cos(t) + 4sin®(2t) = 0
4sin?(2t) = 16sin%(t) cos?(t) dus cos(t) + 16sin?(t) cos?(t) = cos?(t)(1 + 16sin*(t)) = 0

=

dus cos?(t) =0 dus t——of t= sinz(t)=% heeft geen oplossing) geeft

als keerpunten (1,-1) en (-1, —1) controleren door parameterkromme te plotten
y'(t) =2sin(r) o

c rechter keerpunt, dus t = T dus ——=————=— verder onderzoeken
2 x'(t) cos(0,5m) O
"(t -2sin(2t —4cos(t) - sin
im m= im ¥= im M— lim —4sin(t)=-4=rc
t—0,57 X'(t) t—0,57 COS(t) t—0,57 cos(t) t—0,57

d herschrijf x=sin(t) dus sin?(t) = x?
cos(2t) +1 _y+1
2 2

+1
vervang sin(2t) en cos(2t) in sin®(t) + cos?(t) =1 dus x2+yT=1 dus y=1-2x2

cos(2t) = 2cos?(t) -1 dus cos?(t) =

controleer met een plot
conclusie: de parameterkromme is een deel van de parabool y = 1 - 2 x?

e snijpunten met de x-as zijn (—\/i, 0) en (\/i, 0)

oppervlakte = | (1-2x?) dx= [X 2 3]\/\;[ g 1 2\/—
1
f lengte= [y1+(-4x)> dx=4,65 bepalen met grafische rekenmachine
=il
TI-84: basisscherm MATH en 9: fnint(y/(1 + (-4x)?) ,x, -1,1)

CASIO: RUN scherm OPTN CALC | dx [(y(1 +(-4x)?),-1,1)
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hoofdzaken
1 1 1 1 1
0 En Zn §1l', in T 1511:

sin(x) 0 L i1 ENE) 1 0 -1

2 2 2

1 1 1
cos(x) 1 5\5 5\/5 3 0 -1 0
tan(x) 0 %\/i 1 V3 bn 0 bn

grafiek en formule f(x) =b+a-sin(c(x—d)) of f(x)=b+a-cos(c(x—d))
B evenwichtsstand y=b periode

M amplitude |g|

. 21
B periode ==

B startpunt bij sinus: (d, b), bij cosinus: (d, b + a)

cos(A) = B of sin(A) = B exact oplossen bij uitkomsten B =0, _%, i%\/?, i%\/?, +1

B noteer interval waarbinnen vergelijking moet worden opgelost

B bepaal minimaal één oplossing C exact zie tabel en grafiek of eenheidscirkel

M bepaal de andere oplossingen met behulp van symmetrie grafiek en/of periode
B cos(A)=B dan A=C+k2n of A=—C+2kn
msin(A)=B dan A=C+k2n of A=n—C+2kn

belangrijke formules
M sin?(f) + cos?(t) =1
B verdubbelingsformules
W sin(2t) = 2 - cos(t) - sin(t)
W cos(2t) = cos?(t) — sin?(t) = 2 - cos?(t) —1=1 -2 - sin’(t)
B somformules en verschilformules te gebruiken bij primitiveren en omschrijven
W sin(t + u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) en sin(t — u) = sin(t) - cos(u) - cos(t) - sin(u)
| cos(t + u) = cos(t) - cos(u) — sin(t) - sin(u) en cos(t — u) = cos(t) - cos(u) + sin(t) - sin(u)
B formules van Simpson/Mollweide

m sin(a) +sin(b) =2 - cos( a- b)) sm(% (a+b) )
| sin(a) - sin(b) = 2-cos( (a+Db) sm(% )
W cos(a) + cos(b) =2 - cos( ) cos(% +b)>

B cos(a) - cos(b) = -2 - sin(%(a + b)) : 5|n<

N =

(@-b))
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4.48 denkactiviteit vaste verhouding oppervlakte driehoek
Gegeven is de functie f(x) = a - sin(x) op het interval [0, «t]. De grafiek van de functie snijdt de
x-as in de punten O(0, 0) en A(r, 0). De raaklijnen in de punten O en A aan de grafiek snijden
elkaarin S.
De grafiek van f sluit samen met de x-as een gebied V in, de twee raaklijnen aan f sluiten
samen met de grafiek van f het gebied W in.
- De verhouding van de twee oppervlaktes V en W is onafhankelijk van a. Laat dit zien.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Maak een schets met daarin de grafiek van de

functie f(x) = a - sin(x) y
en de genoemde punten O(0, 0) en A(r, 0). 5
Er is sprake van een raaklijn, dus afgeleide en
vergelijking raaklijn y = px + g opstellen.

Er is sprake van een snijpunt S, dus bepaal
coordinaten snijpunt S. 2 %

Oppervlakte V bepalen met integraal: bepaal

primitieve van f.
Oppervlakte driehoek = % “b-h
Onafhankelijk van a want in het antwoord staat geen a.

Wat noteer je / oplossing:

fix)=a-sin(x)

f'(x)=a - cos(x)

Opperviakte V="7[a - sin(x) dx = [-a - cos(x)]z =2a

Oppervlakte driehoek OAS bepalen met:

richtingo: f'(0) =a - cos(0) =a en richting,: f'(n) = a - cos(n) =—a
raaklijno: y = ax + g levert met O(0, 0): y = ax

raaklijny: y = —ax + q levert met A(m, 0): y = —ax+m-a

Snijpunt S: ax =—ax+m - a levert x = %n eny= %n -a,dus S<%n, %n 0 a)

Oppervlakte driehoek OAS = % T %n ‘a= %TCZ' a

Oppervlakte W = oppervlakte driehoek OAS — oppervlakte V = 2a —%nz- a

Conclusie: verhouding V: W= 2a : <2a—%n2- a) =2: <2 —%n2> dus onafhankelijk van a
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hoofdzaken vervolg

sin(t)
afgeleide en primitieve / \\
B x(t) =sin(t) dan geldt
B x'(t) = cos(t) en primitieve X(t) = —cos(t) - cos(t) differentiéren cos(t,

M x(t) = cos(t) dan geldt \ //
B X'(t) =—sin(t) en primitieve X(t) = sin(t)

- sin(t
M bij het primitiveren van ingewikkelde goniometrische

functies wordt vaak gebruikgemaakt van de verdubbelingsformules of de andere
formules om de formule eerst in een eenvoudigere vorm te herschrijven.

cirkelbeweging en bewegingsformules
B parametervoorstelling (de twee bewegingsformules samen) heeft de vorm
x(t) =fit) x(t) = cos(t)
{y(t) =g(t) y(t) = sin(t)

m afstand P(x, y) tot O(0, 0) is OP = /x2(t) +y(t)
m snelheid v van P((x(t), y(t)) op tijdstip tis v(t) = (x'())* + (/'(t))*

M uiterste waarden en helling berekenen
m hoogste of laagste punt, horizontale raaklijn als y'(t) =0 X'(t) #
m meest linkse of rechtse punt, verticale raaklijn als x'(t) = y(t) #0

: dy dx Y
| helling berekenen metE delen dooraoftewel X

M keerpunt berekenen x'(t)=0ény'(t)=0

bijvoorbeeld de eenheidscirkel: {

A
M helling keerpunt 7~ = benaderen door AA—); en d 7 0P interval [t, t + 0,001] en dan A))/(

M van bewegingsformules naar al bekende vergelukmg metxeny

m substitueer de bewegingsformule in de vergelijking (x en y vallen dan weg)

| gebruik goniometrische formules tot er een ware bewering ontstaat zoals 0 = 0
M oppervlakte berekenen
x(t) =

m herschrijf tot y(x) werk bewegingsformules { (

om naar vergelijking y(x) = en
) = gelijking y(x)

bepaal primitieve van y(x)

B snelheid v(t) = y/(x'(t)* + (/'(t)* met { ((:))

b b -
B baanlengte over interval [a, b]is L = [v(t)dt = [/(x'(t))* + ('(t))? dt met {;;;((:))

x = x(t)

, y=yt)
lengte = [/1+ (y'(x))? dxis lengte van grafiek over het interval [g, b]

of werk bewegingsformules { om naar y(x) = ... dus zonder t, gebruik:
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4.49 denkactiviteit naar een lineaire beweging
x(t) = cos(t)
YY) = sin(t)
Aan punt Pis een staaf PQ bevestigd met PQ = 5 en punt Q(a, 0) beweegt over de x-as.
- Drukauitint.

Een punt P beweegt volgens {

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Maak een schets met daarin de cirkel, punt Pen punt Q.
Er is sprake van een schuine lijn en rechthoekige driehoek, dus denk aan Pythagoras

Wat noteer je / oplossing:

x(t) = cos(t) AP 5
{y(t) =sin(t) _
1P, Q) = QP = [a—cos(t)| o’ e’
P, = sin(t)
PQ=5

Pythagoras: SQ* + PS? = PS? dus (a — cos(t))? + sin®(t) = 25
(a— cos(t))? = 25 — sin?(t)

a—cos(t) = +1/25 - sin2()

conclusie: a = cos(t) £ 25 - sin(t)

4.50 denkactiviteit oppervlakte exact
x(t) = sin(t)

Een punt P beweegt volgens {y(t) ~ sin(t) - cos(t)

Punt P sluit het gebied Vin.

- Bereken exact de oppervlakte van dit gebied V.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

Oppervlakte, dus integraal, dus functievoorschrift ontwikkelen. i
Y(t) = sin(t) - cos(t) = x - cos(t) dus alleen nog cos(t) herschrijven I"-. #/.:x ,l
naar sin(t). e -

Wat noteer je / oplossing:

Bewegingsformule herschrijven: y(t) = sin(t) - cos(t) = x - cos(t)
en vanwege sin’(t) + cos?(t) = 1 geldt cos(t) = +1/1 - sin?(t) dus y(x) = +x - V1 - x?

kwart oppervlakte berekenen (zie plot) met

R R 1 1 3R Pact Darvaar st naceene 0
opp.=[(x-V1-x?)dx=[(x-(1-x??)dx= [—5(1 —xz)z]L
L L

R bepalen met x(t) = sin(t) is maximaal, dusR=1enL=0

311
o= [ J-r 0-3-3

JLFbn o 0T
g}

conclusie: oppervlakte van gebied Vis %
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denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen
B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen
bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op
m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)
denk aan
m schets
m vergelijking opstellen en oplossen
m formule herschrijven naar andere vorm
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m welke rekenregels passen bij het probleem, welke regels kun je gebruiken?
m abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele
m rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij de theorie van dit hoofdstuk speciaal rekening met
m gebruik hoofdwaardentabel en grafiek sin en cos uit het hoofd kennen
m rekenmachine op radialen
m exact oplossen vergelijking denk aan de periode 2kn
m exact oplossen formules uit je hoofd kennen, denk ook aan
sin%(t) + cos?(t) = 1
m herschrijven naar functievoorschrift formules uit je hoofd kennen
m bewegingsformules herschrijven naar vorm y =
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m regels voor keerpunt, gebruik kettingregel bij differentiéren
m welke formules passen bij het probleem, gebruik amplitude, periode enz
B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
® oplossing met alle stappen
m controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer
= heb je de tussenberekeningen goed opgeschreven?
m heb je antwoord gegeven op de vraag?
m is het antwoord logisch?
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4.51 denkactiviteit snijden op de y-as.
Gegeven is de functie f{x) = sin(x) met op de grafiek van f de punten A(xy, y4) en B(xz, yp). De
horizontale afstand tussen A en B is 1 met A op interval [0, ] en B rechts van A. Loodrecht
op de raaklijnen aan fin de punten A en B staan respectievelijk de lijnen / en k. Deze lijnen /
en k snijden elkaar in punt S.
- Bereken in drie decimalen nauwkeurig voor welke x, het punt S op de y-as ligt.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, Y

vergelijkingen): AL

Drie decimalen, dus gebruik grafische z

rekenmachine is toegestaan.

Horizontale afstand is 1 dus xg=x,+ 1 © B )
Raaklijnen dus f'(x) en fa'(x4) en

fo'(xp) = f'(xa +1)

Loodrecht als product richtingen is —1

Vergelijkingen van / en k opstellen en snijden. s

Wat noteer je / oplossing:
fix) = sin(x) dus punt A(x,, sin(x,)) en punt B(xg, sin(xz)) = B(x, + 1, sin(x, + 1))

f'(x) = cos(x) dus richting in A is: f'(x4) = cos(x,) en dus richting van /is

cos(x,)
T _— . =il
en richting in Bis: f'(xg) = cos(xg) = cos(x, +1) en dus richting van k is —————
g f( B) ( B) ( A ) g COS(XA+1)
vergelijkingen loodlijnen / en k opstellen:
-1 . .
l:y= - x+ p met A(x,, sin(x,)) levert p = sin(x,) +
y cos(x) p (Xa, sin(xa)) p (Xa) cos(xa)
-1 . . XA+1
=————-x+ g met B(x, +1, sin(x, +1)) levert g = sin(x, +1) + ———dus
y COS(XA+1) q ( A ( A )) q ( A ) COS(XA+1)
-1 . XA -1 . XA+ 1
l:y= - X +sin(xa) + enk:y=—7————-x+sin(xy+1) + ———
Y cos(x,) Oca) cos(x4) Y cos(x, +1) (a+1) cos(x, + 1)
snijden op de y-as (x = 0), dus geldt p= g
. XA . Xat1
dus sin(x,) + ———=sin(x, +1) + ——
(xa) cos(x,) (ca-+1) cos(x, +1)
Gebruik de grafische rekenmachine en CALC intersect vamtielh a1l Do Lbioo i
; Xa | |
dus y, = sin(x,) + ! i
us y; = sin(x,) cos(x,) S
. XA+ 1 1 .:-' ___1.—'_ __\— -
en =sin(Xy +1) +———— {f ! y
% bca+1) cos(x, +1) | II \
conclusie: x4 = 2,138 (en xg = 3,138 en Batesctos

snijpunt y-as is S(0; —3,135))
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differentiéren
differentie
. . . . fib)-fla) Ay . e
M differentiequotiént van f over het interval [a,b] is - "' richtingscoéfficient
van lijn AB

m A is het symbool voor differentie of verschil y 5
B differentiaalquotiént is helling; ) '
richtingscoéfficiént van raaklijn in punt A : i
m als Ax nadert naar 0 dan geldt:
o flx+Dx)-fix) _dy _
L N e
| f'(a) richtingscoéfficiént raaklijn
in punt A

afgeleide functie of hellingfunctie van f{(x) isf'(x),

M verschillende notaties f'(x) of _df( X) f hed
dx dx
(@) ='(a) = df(x)] _df, . dy
mf'(a)=y'(a) = [ ix x—a_d_x(a) 4 Voor x = azijn verschillende notaties voor de

richtingscoéfficiént van de raaklijn in punt A(g, f(a))
B f'(x) =0 de grafiek van f loopt horizontaal; de richtingscoéfficiént van de raaklijn is 0;
er is sprake van een maximum, minimum of buigpunt
M f'(x) > 0 de grafiek van f stijgt; want de richtingscoéfficiént van de raaklijn is positief
M f'(x) < 0 de grafiek van fdaalt, want de richtingscoéfficiént van de raaklijn is negatief
B y=f'(x) schetsen als y = f(x) bekend is
m horizontaal de grafiek van floopt horizontaal = f'(x) =0 = mogelijke extreme
waarde (top) van f (maximum of minimum)
m stijgt de grafiek van fstijgt = f'(x) > 0 dus de grafiek van f"' ligt boven de x-as
m daalt de grafiek van fdaalt = f'(x) < 0 dus de grafiek van f' ligt onder de x-as

betekenis van de afgeleide in een tijd-afstand grafiek
W s(t)=a-t>+b-t+c metsis de afgelegde afstand en t is de tijd
m snelheid v(t) van het voorwerp op tijdstip t is s'(t) dus s'(t) = v(t)

m versnelling a(t) van het voorwerp op tijdstip tis s" (t) duss" (t) = v'(t) = a(t)
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differentiequotiént
a Bereken het differentiequotiént over het interval [2, 7] van f(x) = 0,5x* — 2x + 1
b Bereken het differentiequotiént over het interval [2,999; 3,001] van f(x).

Wat betekent deze uitkomst?

) . ... 115--1 125

a f(7) = 11,5 en f(2) =—1 dus differentiequotiént is =% - 2,5

conclusie: richtingscoéfficiént van de rechte lijn door (7; 11,5) en (2,-1) is 2,5
b f(2,999)=-0,5009995 en f(3,001) =—0,4989995 dus differentiequotiént is

—0,4989995 ——0,5009995 0,002 _
3,001-2,999 0,002

conclusie: richtingscoéfficiént raaklijn aan de grafiek in (3; —0,5) is bij benadering 1

richtingraaklijn met behulp van differentiequotiént
- Benader (in twee decimalen nauwkeurig) met behulp van het differentiequotiént de
richtingscoéfficiént van de raaklijn aan f(x) = 5* — 2x in het punt met x-coérdinaat 3.

f(3+0,001)-£(3) 119,19934..-119

r.c. raaklijn = 3001-3 0,001 ~199,34
stijgen en dalen
Gegeven is de functie h(x) = x> — 3x* — 9x |

- Bereken op welk interval de grafiek van h stijgend is.
h'(x)=3x*—6x—9=0
xX*=2x-3=0
(x=3)(x+1)=0dus x=—1ofx=3
dus de grafiek loopt horizontaal als x=—1 of x =3

h stijgt op het interval («-,—1) en (3, ) (zie plot)

grafiek van de afgeleide en grafische rekenmachine zie ook H8 en H9
- Schets de grafiek van f(x) = x> — 5x en f'(x) in één figuur.
met behulp van TI-84.

Voor f geldt (zie plot): TEanberi T | §
maximum in (-1,3; 4,3) dus f'(-1,3) =0 f Hl {

minimum in (1,3; —4,3) dus f'(1,3) =0 In'l 1-\\ {f
fstijgt voor x < —1,3 en voor x > 1,3 dus f' >0 I|
fdaaltvoor—-1,3<x<1,3,dusf' <0 e ¥

FEENE = iieseld |

tijd afstand functie
De afgelegde weg s in meter wordt gegeven door s(t) = 2t* — 0,5t, met t in minuten.
- Bepaal de snelheid en de versnelling op tijdstip t = 5.
Bepaal, dus de grafische rekenmachine mag gebruikt worden (zie H8 en H9).
Snelheid = s'(t) = 4t— 0,5 m/min en versnelling = 5"(t) = 4 m/min?
Snelheid = 5'(5) = 19,5 m/min en versnelling = 5"(5) = 4 m/min?
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regels voor differentiéren

Hf(x)=a f'(x) =0 want elke lijn loopt horizontaal

M f(x)=ax+b f'(x)=a wantdercvandelijnisa

B f(x)=x" frx)=nx""

W f(x)=c-g(x) f'x)=c-g'x)

W f(x) = g(x) + h(x) f'lx) = ( )+ h'(x) wordt ook wel somregel genoemd

M f(x)=ax"+bx+c f')=a-n-x""+b differentieer elke term apart

M f(x)=(2x+3)(x-1) werk eerst de haakjes weg: f (x) = 2x* + x— 3 dus
f'x)=4x+1

Hf(x)= % schrijf eerstals f(x) =x™" = f'(x) =-nx"" = _"?1

Hf(x)=vx schrijfeerstalsf(x)=x% = f'(x)= %x%:%-%:ﬁ

M f(x) = cos(x) f'(x) ==sin(x)

M f(x) =sin(x) f'(x) = cos(x)

W f(x)=e" f'ix)=¢"

b f(x)=a" f'(x)=a*-In(a) of f'(x)=In(a)-a*

B f(x)=In(x) £ =5

B f(x) =%log(x) F'(x) =L.%
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5.6 differentiéren
d.,2
a dX(Bx +4x)

d

d /5.2

b dx(3x +4x+5)
d/1

¢ &(?)
d 3,2 _

a dx(3x +4x) =6x+4

b i(3)(2+4x+ 5)=6x+4
dx
i l =i R _2=i
L)oo
5.7 geef de afgeleide van
y=x2+p+c ¥ =3x"+2px+0=3x>+2px
(let op p en c zijn constanten)

y=3(x—1)(2x +3) + 5x
y=3(2x*+3x—2x—3) +5x

y=6x"+8x—9 y'=12x+8

1 - 0 4 _ -3
g(X)=F=X3 gl)=—3x*==
h(x) = 3x*vx = 3x*- X7 = 3x% h'(x) =3-4,5x>° =13,5x>° = 13,5x°vX
Jj(x) = cos(x) + 5sin(x) J' (x) = =sin(x) + 5cos(x)
k(x) =8 - 3 k'(x)=8-In(3) -3~ 8,8 - 3¥

=4 )=t 11

I = Tlogx) I In(@) X~ Lax

mix) ==+ =351 12 m(x)=-2x2-x2=—"=-
X

5.8 e-macht
Gegeven is de grafiek van f(x) = e“ met de raaklijn aan fin P,
de raaklijn snijdt de x-as in Q. Het voetpunt van Pis R.
- Bewijs dat |QR| onafhankelijk is van de plaats van P
raakpunt: P(a,e”) en R(a, 0) en f'(x) = e*
dus raaklijnin P(a, e :y=e®-x+bmetb=e’-a-e”
y=e-x+e’-qa-e°
snijpunt x-as dus y =0 dus
e’ x+e’-a-e’=0 dusx=a-1

Q(a—1,0) enR(a,0) dus QR=1 /

conclusie: QR =1 dus onafhankelijk van de plaats van P
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regels voor differentiéren vervolg

M kettingregel bij een enkelvoudige ketting x — u(x) — y(u(x)): j—i = j—i: . g—z
voorbeeld
x—>u=3x>+5x—y=u’dan
u=3x*+ 5xdusj—)": =6x+5eny=u’=(3x>+ 5x)” dus% =7uf=7(3x2+5x) en
dan j—i=j—i . j—z =7u- (6x+5)=7(3x2+5x)° - (6x+5)
vaak voorkomende functies
W £ (x) = (u(x))" F'(x)=n-(u(x))""- u'(x) zie voorbeeld hierboven
- qoy _ U'X)
B £(x) = y/ulx) f(X)—ZW
M f(x) = cos(ax) f'(x) =—a - sin(ax)
B f(x) = sin(ax) f'(x)=a - cos(ax)
W f(x) = cos(u(x)) F') ==u'(x) - sin(u(x))
W £ (x) = sin(u(x)) £'(x) = u'(x) - cos(u(x))
W f(x)=e"™ ') =u'(x)-e"¥
M f(x)=a"¥ £'(%) = In(a) - u'(x) - a“™
- ) = 4
B f(x) = In(u(x)) )= )
=9 =1 U
™ £(x)=“log(u(x) FW= s

B productregel p(x) =f(x)-g(x) = p'(x)=f'(x) - g(x) +f(x) - g'(x)
voorbeelden
B p(x) =3x - sin(x) neem f(x) =3x en g(x) =sin(x) dus p'(x) = 3sin(x) + 3x x cos(x)
B p(x) = x(x+3) =x*+3x = p'(x) = 2x+ 3 haakjes uitwerken i.pv. de productregel
® p(x) = f(x) - g(x) - h(x) product van meerdere factoren
p'(x) =f'(x) - g(x) - h(x) +£x) - g'(x) - h(x) + fix) - g(x) - h'(x)

S )9k - fx) - g'(x)
B quotiéntregel q(x)—g(x) = q'(x) pET™

opmerking: g*(x) van de noemer niet verder uitwerken en g*(x) = (g (x))?

absolute waarde en differentiéren
B schrijf de functie eerst zonder absoluutstrepen
B gebruik daarna de regels voor differentiéren
voorbeeld
B f(x) = [3x— 6| schrijven als f(x) = 3x—6 voor x>2en f(x) =—3x+ 6 voor x < 2, dus
f'(x) =3 voorx>2enf'(x)=-3 voorx<2

differentiéren van een functie met een parameter
B f(x)=px"+px+cp f'X)=p-n-x"1+p+0 (wantcen pstellen getallen voor)

118
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5.9  kettingregel

- Differentieer de volgende functies.
fix)=3-(5x+1)®

90) = g3 =X

2x-5)3

j(x) = cos(7x) + 5sin(3x)
k(x)=2-3>

I(x) = In(6x + 2)

m(x) = L =(x+1)72

T x22x+1
pix) = (5x+7)>°

qx) =3Vx2+7x =3 (x*+7x)*°

s(x) = 3(sin(x))’

5.10 productregel en quotiéntregel

- Differentieer f(x) = x - Vx + 1 (productregel) en h(x)

fiX)=x-Vx+1=x-(x+ 1)% dus f'(x)=1

119

fix)=24-5-(5x+1)" =120 (5x+ 1)’
(neem u =5x+1eny =3u’)
(x)=—3-2-(2x—5)4=—"©
g'(x)=—3-2-(2x-5) -5
(x) ==7 - sin(7x) + 15 - cos(3x)

jl
K'(x)=2-5-In(3) - 3°*~ 10,99 - 3>

qa_ 6 3
I(X)_6x+2_3x+1

. = 2
m(X)=—2(X+1) 3=m

2,5
V5x+7

q'(x)=3-0,5-2x+7)- (x*+7x)*

p'(x)=0,5-5-(5x+7)"° =

_1,5-2x+7)

TV +7x

F(x) = (2x—5) - e~

s'(x) = 15 - cos(x) - (sin(x))*

_XC+1
x2-1

1 1 =0 X
c(x+1)2+x-S(x+1)2=vx+1+
SRR S 2Vx+1

(quotiéntregel)

3% (x*-1) - (*+1) - 2x _ x* - 3x? - 2x

h'(x) =
(x*-1)°
5.11 productregel en quotiéntregel voorkomen
- Differentieer de volgende functies.

h(x) = (3x2+5) - x%° = 3x%° + 5x%°

f(X)=X-\/m=\/W=(X3+Xz)%

(x*-1)°

2,5

Vo) 1,5 ~0,5 _
h'(x) = 7,5x + 2,5x 7,5xVX + Vi

i,

f'x) = % (x3 +x2)_7 - (3x%+2x) =

_ 3x%+2x _ 3x%+2x _ 3x+2

_2\/X3+X2_2X'\/X+1_2\/X+1

(x)=(X_Xz)z=X2_§tx+4=x—4+4-x'1 g'(x)=1—4-x'2=1—i2
_X+1 xX+1 I SR | ) = 1 o [y — 1)2 = -1 _
I(X)_xz—l_(X+1)(X—l)_(X—1)_(X 1) I'x)=-1-(x-1) _1)2(x¢ 1)

2_ x+1)(x-1
-1 (e e-)
x+1 x+1

p(x)

p'(x)=1voorx# —1
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raken
M grafieken van fen g raken elkaar als f(x) = g(x) én f'(x) = g'(x) (zie ook opg 5.20)

raaklijn
Bl berekenen als de vraag is: ‘bereken exact de vergelijking van de raaklijn’
te volgen stappen
® raakpunt (g, b) bepalen; b = f(a)
m f'(x) bepalen
m f'(a) = r berekenen, is de richtingscoéfficiént van de
raaklijn in punt A

my=rx+d devergelijking van de raaklijn opstellen, d
berekenen door (a, b) in te vullen
u controleer met behulp van een plot
B met de grafische rekenmachine als de vraag is: ‘geef een vergelijking van de raaklijn’ dan
mag de raaklijn benaderd of berekend worden
soms is de afgeleide functie niet te berekenen, dan grafiek of rekenmachine gebruiken
voor een benadering
m raakpunt (g, b) bepalen; b = f(a) (mag met de grafische rekenmachine, bv. met tabel)
® helling f'(a) bepalen (mag met de grafische rekenmachine)
meerdere manieren
m bepaal indien mogelijk f'(x) en vul voor x = a in
voorbeeld: f(x) = x* helling in x = 2 is gelijk aan f'(2) =3x?=3-2%=12
m grafische rekenmachine uitkomst laten berekenen (zie H8 en H9)
m differentiequotiént berekenen als de formule van f bekend is door
voor x = a en bijvoorbeeld x = g + 0,001 in te vullen in fen het
differentiequotiént berekenen
voorbeeld: f(x) = x* helling in x = 2 benaderen met

f(2,001) -f2) 2,001 - 23
2,001-2 0,001

=12,006..=12

m raaklijn tekenen in de grafiek en de richtingscoéfficiént aflezen
geeft een niet nauwkeurige schatting

raaklijn aan f evenwijdig aan een gegeven rechte lijn
te volgen stappen
M richtingscoéfficiént r van de gegeven lijn bepalen door de formule van de rechte lijn te
herschrijven tot de vorm y =rx+p
B f'(x) =r vergelijking oplossen geeft de x-codrdinaat = a van het raakpunt
M f(a) =b x=ainvullen in de functie geeft de y-codrdinaat = b van het raakpunt
B vergelijking raaklijn y = rx + g en q berekenen door (g, b) in te vullen
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raaklijn aan f(x) = x* — 2x

a Stel een vergelijking op van de raaklijn in punt A met x-coérdinaat is —1

b Bepaal het punt op de grafiek van f waar de raaklijn evenwijdig is aan de lijn m met
vergelijking 2y —8x =3

a x=-1dusf(-1)=(-1)>-2--1 =3 dus raakpunt A(-1, 3)
f'(x)=2x—=2 dus rc=f'(-1) =—4 = vergelijking raaklijn y =—4x+b
A(-1,3)invullenin y =—4x+b geeft b =—1 dus vergelijking raaklijn: y =-4x—1

b 2y-—8x=3herschrijventot y=4x+15 = rc=4=rc,=f'(x)
f'(x) =2x—2 =4 oplossen, dus x = 3 en gevraagde punt Pop fis (3, f(3)) = (3, 3)

gegeven is de functie f,(x) = (x - In(x))’
a Neem a =1 en bepaal de afgeleide f'(x)
b Neem a =~1 en laat zien dat f_; (x) = =(In(x) + 1) - % (x)
de raaklijn aan de grafiek van f_; in het punt (e, y) noemen we k
¢ Stel met behulp van een exacte berekening de vergelijking van k op.

a fi(x)=x-In(x)dusfi'(x)=1-In(x) +x - % =In(x) + 1 (productregel)
b f.1(x)=(x-In(x))™ (gebruik de kettingregel en het antwoord bij opg. a)

Vil s 01 (e 2. =—10(In(x)+1)
£ =2 - ) - (1) +2) = D)
1 (I +1)- 4200 = -1+ (160 + 1) - (x - In) )2 = -1 2L £ g
(- In(3)

-1-(In(e)+1) -2 o2
7(e-ln(e))2 g dus k:y o2 X+

m|w

¢ fal)=er=Zenfle)=

richting raaklijn
A(1,5) en B(9, 21) liggen op grafiek van y = x + 4vx. Lijn AB wordt evenwijdig verschoven
zodat de punten A en B elkaar naderen en samenvallen in P

- Bereken de x-coérdinaat van de eindpositie van P.

291__15 = 1?6 = 2 is de richtingscoéfficiént van de lijn door (1, 5) en (9, 21)
. . g R _ ' = li: L: =
dusrichtingin Pis y' = 2, dus x berekenen met y' =1+ 4 2 VX 1+\/)_( 2dusx=4
raken
- Bewijs dat de x-as de grafiek van f(x)=1+%+%raakt.
X
raken aan de x-as dus als f'(x) =0 en f(x)=0
f(x)=1+%+i2=1+2x'1+x'2dusf'(x)=—2x'2—2x‘3=_—E—i3
X x° X
Raken als_—g—%=0dusals_—§=£3 dusx3=-x>dus x=—1 (x =0 vervalt)
X< x X< X

omdat f'(-1) =0 en f(-1) = 0 geldt f(x) raakt de x-as in (-1, 0).
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extreme waarden exact berekenen
B maximum of minimum exact berekenen
m afgeleide functie f'(x) bepalen
B f'(x) =0 exact oplossen en bij de gevonden x-co6rdinaten de y-codrdinaten bepalen
m antwoord bijvoorbeeld maximum f(a) = c en minimum f(b) = d
B maximum of minimum bepalen de grafische rekenmachine mag nu gebruikt worden om
maximum of minimum te benaderen; zie H8 en H9 kopje raaklijn

optimaliseren

B getallenvoorbeeld nemen om probleem helder te krijgen

B formule bij het probleem opstellen

B maximum of minimum van de formule bepalen; met behulp van differentiéren of de
grafische rekenmachine

M controleer of de uitkomst zinvol is

buigpunten
Ml bereken f'enf"
M losop f" =0 of, als dat niet mogelijk is, bepaal f" = 0 met grafische rekenmachine, zeg x = a
M buigpunt is (g, f(a))

mals f"(a) =0 en f“(x) wisselt van teken voor x =a

m als f" een maximum of minimum heeft voor x = a

W als de grafiek van hol naar bol gaat
M hol f"(x) >0

M bol f"(x)<0

| in het buigpunt gaat de grafiek van hol naar bol

buigraaklijn y=rx+b
B bereken buigpunt (g, b) zoals hierboven
M bepaal de richtingscoéfficiént rvan de buigraaklijn: r=f'(a)
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5.16 top berekenen
- Bereken codrdinaten van de top van de grafiek van f(x) = x In(x) - x

topalsf‘(x)=x-%+|n(x)—1=0 dus In(x)=0 dus x=1eny=-1

5.17 buigraaklijn
Gegeven is de functie h(x) = x> — 3x* — 9x
- Stel met een exacte berekening de vergelijking van de buigraaklijn op.
h'(x) =3x*—6x—9 en buigpunt als h"(x) =6x—6=0dus x=1
h(1)=1*>-3-12-9-1=-11, dus het buigpunt is (1, -11)
h'(1)=3-12-6-1-9=-12 = r.c. raaklijn.
conclusie: vergelijking buigraaklijn is y =—-12x + 1

5.18 buigpunten
a Bewijs dat de grafiek van f(x) = ax* + bx? + cx + d voor elke waarde van
a, b, cend (a#0) precies één buigpunt heeft.
b Waar moeten a, b, c en d aan voldoen wil er sprake zijn van een horizontaal buigpunt?
a f'(x)=3ax?+2bx+cenf"(x) = 6ax +2b Omdat f "(x)= 0 altijd precies één oplossing
heeft en f"(x) wisselt van teken in dit nulpunt heeft f(x) altijd precies één buigpunt.

b horizontale raaklijn, dus geldt:

f'(x)=3ax>+2bx+c=0 en xy,= _B_bai6_la\/4b2 -12ac

één buigpunt, dus geldt:

nis _ __b
f"(x)=6ax+2b=0 dus x= 3a

~b L \ap? 12ac=--L
3da" 6a 3a
conclusie: 4b*> - 12ac=0 dus b*-3ac=0 en a#0
Voor d geldt geen beperkende voorwaarde, d zorgt immers voor de verticale verschuiving en
verandert dus niets aan de richting van de grafiek van f.

5.19 oppervlakte minimaliseren
Met 100 cm draad wordt een deel van een cirkelschijf omspannen. De 100 cm draad wordt
gebruikt voor de twee stralen R en een deel b van de cirkelboog. De keuze van R heeft
invloed op de oppervlakte van het deel D van de schijf die omspannen wordt.
- Bepaal met een exacte berekening de exacte waarde van R waarvoor geldt dat de oppervlakte
van het te omspannen deel D van de cirkelschijf maximaal is.
b+ 2R =100 cm, dus b =100 —2R

b
omtrek cirkel is 2nR, dus deel D van het totaal = %_RZR

_100-2R _,>_100R-2R* __ . .2
oppervlakte, = == 2= R" = 2 S

oppervlakte maximaal als opp' = 50 — 2R = 0 dus als R = 25
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hoofdzaken

afgeleide functie of hellingfunctie van f(x) is f'(x)
M f'(a) =richtingscoéfficiént raaklijn in punt A(g, f(a))

regels voor differentiéren

Hf(x)=c f'(x) =0 want grafiek van f (x) = c loopt horizontaal
B f(x)=ax+b f'(x)=a wantdercvandelijnisa
M f(x)=x" F'(x)=nx""
B f(x)=c-glx) f'x)=c- g
M f(x) = g(x) + h(x) f'x)=g'(x)+ h'(x) wordt ook wel somregel genoemd
B f(x)=ax"+bx+c f'X)=a-n-x""+b differentieer elke term apart
B f(x)=(2x+3)(x—1) werk eerst de haakjes weg: f (x) = 2x* + x — 3 dus
f'lix)=4x+1
Hf(x)= % schrijf eerstals f(x) =x" = f'(x)=-nx"" = _n’+71
X
W f(x)=vx schrijf eerst als f (x) = X2 = f'x) = %x'% = % . % = ﬁ
B f(x) = cos(x) f'(x) =—sin(x)
H f(x) = sin(x) f'(x) = cos(x)
()= Fix)=e*
W fx)=a" F'x)=a"-In(a) of f'(x)=In(a)- a*
W £(x) = In(x) f=%
™ f (x) =“log(x) FO) =1 %
B £ (x) = (u(x))" 1) =n-()"™ u'(x)
= (= Vula Fioq =0
2y u(x)
M f(x) = cos(ax) f'(x) =—a - sin(ax)
M f(x) = sin(ax) f'(x) =a-cos(ax)
W £ (x) = cos(u(x)) F'(x) =-u'(x) - sin(u(x))
B £ (x) = sin(u(x)) J'(x) = u'(x) - cos(u(x))
W f(x) = "™ F0=u(x) - e
W f(x)=a"¥ f')=Ina-u(x)-a“®
B £(x) = In{u() 79- 42
™ £(x) = log(u(x) 0=t
B productregel p(x) =f(x) - g(x) = p'(x) =f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
m quotiéntregel g0 - ¥ i) 1)) =g
gk 9°()

B functie met absolute waarde werk eerst de absoluutstrepen weg
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5.20 raken
- Voor welke p raken de grafieken van f(x) = px — 1 en g(x) = x> + 5x + 3 elkaar?
raken: dus f(x) = g(x) én f'x)=g'(x)

dus px—1=x>+5x+3  én p=2x+5
p=2x+5invulleninpx—1=x*+5x+3 = (2x+5)-x-1=x>+5x+3 &
2 +5x—1=x*+5x+3 ©x* =4 x=20fx=-2
X=2 = p=2-2+5=9
X=—2 = p=2--2+5=1
conclusie: de grafieken raken elkaar voorp=9ofp=1

5.21 denkactiviteit vierkant

Gegeven zijn de functies f(x) = %xz en g(x)=- iz
X

De raaklijnen aan de grafiek van f en g met richtingscoéfficiént 1 en richtingscoéfficiént —1

sluiten een vierkant in.
- Bereken exact de lengte van de diagonaal van dit vierkant.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
Exact, dus geen grafische rekenmachine. Raaklijn, dus raakpunt en f"' bepalen.
Vergelijkingen raaklijnen, dus y = ax+ b

De figuur is symmetrisch ten opzichte van
de y-as (ga dit na). Het is dus voldoende om
de raaklijnen met richtingscoéfficiént 1 te

bepalen (zie schets). De raaklijnen snijden
elkaar op de y-as, dus x = 0.

Bepaal twee tegenoverliggende hoekpunten
van het vierkant en daarmee de lengte van
de diagonaal.

Wat noteer je / oplossing:

Bepaal de raaklijn met r.c. = 1 aan f(x) = L2

2
fix) = %x =1dus x = 2 en raakpunt is (2, 1) dus vergelijking raaklijn is y = x — 1

raaklijn snijdt y-as in A(0, —1)

Bepaal raaklijn met r.c. = 1aan g(x) = — = -4x~*
X
' -3_ 8
g'(xX)=8x"=—==1dusx=2
X

raakpunt is (2, —1) dus vergelijking raaklijn is y = x — 3
raaklijn snijdt y-as in B(0, —3)

conclusie: lengte van de diagonaal is de afstand tussen A(0, —1) en B(0, —3) is 2.
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hoofdzaken vervolg

raken
H grafieken van fen g raken als f(x) = g(x) én f'(x) = g'(x)

raaklijn exact berekenen te volgen stappen

M raakpunt (g,b) bepalen; b = f(a)

M f'(x) berekenen

M f'(a) =r is de richtingscoéfficiént van de raaklijn in punt A

B vergelijking raaklijn y =rx+d en d berekenen door (g, b) in te vullen

raaklijn aan f evenwijdig aan een gegeven rechte lijn te volgen stappen

M richtingscoéfficiént rvan de gegeven lijn bepalen door de formule van de rechte lijn te
herschrijven tot devormy =rx+p

B f'(x)=r vergelijking oplossen geeft de x-codrdinaat = a van het raakpunt

M f(a) = b raakpunt (a, b)

B vergelijking raaklijn y = rx + g en q berekenen door (g, b) in te vullen

extreme waarden (top) exact berekenen

B maximum of minimum exact berekenen
m afgeleide functie f'(x) bepalen
® f'(x) = 0 oplossen en bij de gevonden x-codrdinaten de y-codrdinaten bepalen
m antwoord bijvoorbeeld maximum f(a) = c en minimum f(b) = d

buigpunten

M berekenf'enf"
B bereken f" =0 of, indien niet mogelijk, bepaal f" = 0 met grafische rekenmachine
M buigpunt is (g, f(a)) alsf"(a) =0en f"(x) wisselt van teken voor x = a

M hol f"(x)>0

M bol f"(x)<0
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5.22 denkactiviteit snijpunt y-as
Gegeven is de functie f(x) = sin(ax). Met a > 0. Het eerste snijpunt van de grafiek van f rechts
van de Oorsprong(0, 0), noemen we A. Lijn / is de raaklijn aan de grafiek in A. Het snijpunt
van lijn / en de y-as noemen we B.
- Ga na of punt B afhankelijk is van a.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

Maak een schets met daarin een grafiek van f(x) = sin(ax), lijn /, punt A en punt B.

Bereken de coordinaten van punt A, snijpunt met de x-as, stel vergelijking raaklijn / op, dus
afgeleide en I: y = px + q, bereken codrdinaten van punt B, snijpunt y-as.

Afhankelijk of onafthankelijk van a dus ga na: a zit wel of niet in het antwoord.

Wat noteer je / oplossing:
fix) = sin(ax) dus punt A: sin(ax) = 0 dus ax = 0 + kx dus x, = gn. Eerste snijpunt dus x = g

f'(x) = a-cos(ax) dus richting in A is:f'(g) =a- cos(a . % )= a-cos(n)=-a

l.y=-ax+q doorA(%,O) levertg=m dusl:y=—ax+mn

conclusie: het snijpunt met de y-as is B(0, wt), dus onafhankelijk van a.

5.23 denkactiviteit oppervlakte minimaliseren
Een pak met deksel in de vorm van een balk heeft een totale inhoud van 1 liter.
Het pak heeft als grondvlak een rechthoek; de breedte is 4 cm langer dan de lengte.
Voor het berekenen van de oppervlakte worden plakranden niet meegerekend.
- Bepaal bij welke afmetingen, in mm nauwkeurig, het pak een minimale oppervlakte heeft.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
inhoud / =1 liter =1 dm® = 1000 cm’®

noem bijvoorbeeld de lengte x, de breedte x + 4 en
de hoogte h (neem bijvoorbeeld alle maten in cm) 4
maak een schets _eeffpemeems
X+4
X
Wat noteer je / oplossing:
=x- h= - 1000
I=x-(x+4)-h=1000= h v
oppervlakte O van het pak
1000 1000
=2 4)+2xh+2 4)h =2 4)+2x- 2 4)-
O =2x(x + 4) + 2xh + 2(x + 4) X(x +4) + 2x x(x+4)+ (x+4) P
O=2X2+8x+2000+2000
x+4 X
Voer de functie in de grafische rekenmachine in en bepaal III".
de minimale waarde. |
x= 8,38 cm geeft als minimum oppervlakte 607,7 cm? M =
conclusie: het pak wordt 8,4 bij 12,4 bij 9,6 cm Nifildi a -

=i 10T S V=i kT
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denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen
B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen
bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op (in welke stukjes kun je de
vraag opdelen)
m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)
denk aan
m vergelijking opstellen en oplossen
m formule opstellen en omschrijven
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m welke formules passen bij het probleem
m abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele
m rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij deze theorie speciaal rekening met
m standaardafgeleiden
m differentiéren van vormen met haakjes
m omschrijven van wortels en quotiénten naar exponenten
m gebruik kettingregel, productregel enz.
m oplossen quotiéntvergelijkingen
m raken als f(x) = g(x) én f'(x) = g'(x)
m differentiéren van een functie met een parameter
B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
m oplossing met alle stappen
B controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer
m heb je antwoord gegeven op de vraag
m is het antwoord logisch
m klopt de afronding
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5.24 denkactiviteit verschoven staaf
Een staaf van 280 cm lang begint in een verticale stand PQ. Punt P bevindt zich dan in de
oorsprong en Q in het punt (0, 280). Punt P wordt over de x-as naar links geschoven, terwijl
de stang door het punt A (0, 35) blijft gaan. In de figuur zijn de beginstand, een tussenstand
en de eindstand van lijnstuk PQ getekend.

beginstand tussenstand eindstand
y y y
o
280 Q
|
|
A A / 0=
p 15 | p__ 20—
o=p x po a9 @ x o x

De loodrechte projectie van Q op de x-as noemen we A. De afstand van P tot de oorsprong
noemen we p en de afstand van Q' tot de oorsprong noemen we q. Zie de figuur.

280p . . .
=—————pis de formule waarmee g wordt uitgedrukt in p.

Vp2+1225

- Toon aan dat deze formule juist is en bereken exact het maximum van q.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

Maak gebruik van gelijkvormige driehoeken en verhoudingen om de formule aan te tonen.
Maximum, dus afgeleide = 0, denk aan de quotiéntregel en de kettingregel.

Wat noteer je / oplossing:

PA =1/p?+35%en PQ =280

APOA is gelijkvormig met APQ'Q dus OP: PA=PQ': PQdus p :\/p* +35° = (p +q):280

280 280
P 280 = P P

—=5—=280=(p+g)en ——=-p=q dus 9= ———=-
Vp2+35° Vp2+1225 Vp2+1225
280 - (p?+1225)° - 280p - 2(p +1225) 7+ 2p

Afgeleideis q' = (p2+1225) o

dus

1
Vereenvoudig het quotiént door teIIer en noemer te vermenigvuldigen met (p* + 1225)? dit

280 - (p%+1225) - 280p 2p e

levert g' = 1 = ==1l
(p?+1225)- (p? +1225)? (p?+1225)>
2
maximum dus g'=0 dus—3290 __1 dus (p2+1225)7 =343 000 dus
(p?+1225)>
2
p?+1225 =343000° = 4900 dus p?=4900 - 1225 =3675 dus maximum als p = V3675
280 - . V3675
p=v3675 invullening = N ¢ Lk 5615 - V3675 =

p =
Vp?+1225 V(V3675)% + 1225

280-v3675 — /3675 = 280 V3675 280 - v3675
V3675 + 1225 70
conclusie: maximum van q is g = 33675 (of g = 31225 - 3 = 105V3)

- V3675 =3V3675 - V3675 =3v3675
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Integreren

Riemannsom
B Riemannsom is de optelling f(xy) - Ax + f(x;) - Ax + ... + fix,-1) - Ax + fix,) - Ax
B x; is een getal uit het k-de interval, bijv. het midden van de kolom
m f(x,) is de bij xk horende waarde van f op het k-de deelinterval
m oppervlakte van de strook bij xk
wordt gegeven door f{x;) - Ax 7
B som-notatie van een Riemannsom

k:'zlf(xk) Ax

flx)

B oppervlakte benaderen als geldt o] t
flx) 20 op hetinterval [q, b], dan
geeft een Riemannsom een benadering
van de oppervlakte van het gebied tussen
de grafiek van f,

de x-asendelijnenx=aenx=>b )

M exacte oppervlakte wordt genoteerd als [f(x) dx

a
m integraal van fop het interval [q, b]

m integrand de functie f

m integratie-interval [g, b]
" b
M schrijf Riemannsom als integraal lim 3 f(x) - Ax = [fx) dx
=) a

B exacte waarde oppervlakte benaderen bij een onbeperkte verfijning van de
deelintervalletjes op [a, b] nadert de Riemannsom tot de exacte waarde van de
oppervlakte van het gebied (zie grijze gebied in de tekening)

y
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6.1 oppervlakte benaderen met Riemannsom
Gegeven is de functie f(x) = vx
- Benader de oppervlakte van het gebied onder de grafiek op het interval [0, 16] met behulp
van een Riemannsom, gebruik 0,1 als breedte van de deelintervallen. Kies het midden van de
deelintervallen voor de benadering.

y

of i
0,05 0,15 0,25 15,85 15,95
16

Gevraagd wordt naar de som: 0,1 -+/0,05 +0,1-1/0,15 +...... +0,1-+/15,95

TI-84

sum(seq(0.1 VX, x, 0.05, 15.95, 0.1)) ~ 42,67 T L T

CASIO Fa » 13 yuldd
42 . 6EE54005

0,1-40,05+0,1-+0,15 +...... +0,1-4/15,95 is bv. te schrijven als

159

> 0,1-4/0,1n+0,05 (ga dit zelf na)
n=0

in menu RECUR a, = 0,1 - /0,1n + 0,05 invoeren (zie schermen);

laat voor de ondergrens n lopen van 0 tot 159 (altijd hele waarden)
onder TABL wordt ook de somrij gegeven (mits bij SET UP (boven knop MENU) Display op

159
On is ingesteld). Dus Y 0,1-/0,1n+ 0,05 = 42,67
n=0

16 D) 16 5
opmerking: exacte oppervlakte is [ vX dx = [gxl's] =423
5 0
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hoofdstelling van de differentiaal- en integraal rekening

[ jb fix)dx = [F(x)]2 = F(b) - F(a) waarbij F'(x) = f(x)

M verband f(x) en F(x) f(x) is de functie waaronder je de oppervlakte berekent, F(x) is de
functie waarmee je de oppervlakte berekent
B F(x) noemen we de primitieve van functie f(x)
m twee verschillende primitieven F; en F, van dezelfde functie f op een interval
verschillen alleen een constante

F=Fi+c

van Riemannsom naar integraal
B oppervlakte of inhoud berekenen .
m stel de Riemannsom op die de oppervlakte of inhoud benadert AI)im0 > flxi) - Ax
druk f(x) uit in x L
u stel de integraal op die de oppervlakte of inhoud exact weergeeft [ f(x) dx
m zoek de primitieve van f(x) ‘

m bereken de integraal met [f(x) dx = [F(x)] = F(b) - F(a) of met de grafische

rekenmachine (zie H8 en H9)
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6.2  van Riemannsom naar integraal
- Bereken de exacte inhoud van een piramide met lengte 5 en hoogte 4 met behulp van een
integraal.

- inhoud wordt benaderd door Riemannsom = Z oppervlakte(x,) - Ax
k=1

inhoud wordt exact gegeven door [oppervlakte(x) dx
0

his de hoogte = 4 dus de verhouding x:/=4:5 zie rechter plaatje, dus/—%
2
oppervlakte(x) =/ /= (%x) =i—gx2

4 4 4

25 > 1 25 3 1
| opperviakte(x)dx = [$2xdx = [ 22y ] =331
! 116 3'16° ],”°°3

- berekening zonder integraal

inhoud piramide = % - oppervlakte grondvlak - hoogte = % +25-4= 33%

6.3  formule voor de inhoud van een bol

- Stel de formule op voor de inhoud van een bol met straal R.
Getekend is de halve cirkel met als vergelijking y = VR* - x?
inhoud wordt benaderd door de Riemannsom Y oppervlakte(y,) - Ay (de som
van de inhoud van de horizontale schijven), dus
inhoud wordt exact gegeven door
R
| opperviakte(y) dy

R
oppervlakte(y) uitdrukken in y levert

_ 2__ (p2_ .2
oppervlakte(y) =m-x“=m-(R“-y*) dus R

R
I= Ioppervlakte(y)dy jnxzdy T j(le2 ?)dy = n[RZy - %ﬁ] - %RRB
-R -R
of

inhoud wordt benaderd door de Riemannsom Y oppervlakte(x,) - Ax (de som van de inhoud

van de verticale schijven) R

inhoud wordt exact gegeven door [opperviakte(x) dx
R
oppervlakte(x) uitdrukken in x levert oppervlakte(x) =n - y* = - (R* - x?) dus

R
I—joppervlaktex)dx jnyzdy n] )dx = n[R x—%x] =%11;R3
-R

-R -R -R
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rekenregels
b b
B [ cf(x)dx = | fix)dx
b a b b
B [ (f(x) + g(x))dx = [ fix)dx + [ g(x)dx

b b b
B [(flx) - g(x))dx = [ flx)dx - [ g(x)dx

primitiveren van standaardfuncties

M f(x)=x" jf()dx—%x +ca#-1
W flx)=% [f(x) dx = Inixi + ¢ (x # 0)

Jfix) dx =In(x) + ¢ (voor x > 0) en

Jflx) dx =In(-x)+c (voor x < 0)

M f(x)=g" Jfx) dx—— g +c

M f(x)=e* Jfix) dx = e"+c

B f(x) =In(x) Jfix) dx=x-In(x) - x +c

W fix)=%oglx)  [flx) dx=@(x In(x) - X) + ¢

B f(x) = sin(x) Ift
B f(x) = cos(x) Jfix) dx =sin(x) + ¢

134
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bepaal de primitieve functie

a [3%dx b fx+—2dx ¢ |3sin(x) dx
d [ax?-vx dx e [(2-1+In() dx F [In(2x) dx
1 x
a In(3) SR G
b In|x+2|+c
¢ —3cos(x)+c
d J4x2-x/7dx=j4x2-x%dx=j4x2%dx— 41x2—§x VX +C
3
e Inixi - x+xIn(x) - x=Inix| + x In(x) - 2x + ¢
f [In(2x) dx =[(In(2) +In(x)) dx = x In(2) + x In(x) - x + ¢

(ook goed is % - (2x In(2x) — 2x) = x In(2x) — x + ¢) (rekenregels logaritmen)

integralen voorbeelden van berekening
1

2 4
a [(*+x?) dx b j(g) dx ¢ Je™dx
1 1 -
2 4 4/, 3
d jzi dx e [*log(x) dx f j(%) dx
1 1 X

de constante c mag nu weggelaten worden

a JZ(X3+X2) [1x4+%x]2 (4+§)—<1+l> s

b f(g)dx=fx_5dx= [2x%]1=4—2=2
c _jle"‘ dx=[-e™]} =-et--e'= _e—1+ e
d o,js%dxz Ojs%-%dx= [%In|x|] =1in(2) - 21n(0,5) = 2(in(2) - In(0,5)) =%In<0?5>
=2in(4) = In(2)
1 = -
e I(2)[xln(x -x]3= ﬁ((4ln(4)—4) (In(2)-1)) = ()(4In() 4-0+1)
_4In@) 3 _o 3
T In@2) In(2) ° In(2)
4 3 4 4 4 1
f {(M) dx=£(zxiz3+%+;—z+i—z> dx = j<2x+%—5x‘2+x_15> dx =

-1t
lx +4Inix|+5x 7 - ———x 2] [x +4In|x|+———
1

16+ 4In(4 +———)—(1+o+5 2) = 12%+4In(4)
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primitiveren van f(ax + b)
M primitieve van f(x) is F(x) dan primitieve van f(ax + b) is gelijk aan % - F(ax + b)
voorbeelden

1 p+l

B f(x) = (ax + b)P [fix) dx=1- S gl by e epe-1
lf(x)=axl+b [fx) dx =% Inlax+ bl + ¢ (x % 0)

m flx) = g™ [fix) dx = ,1(9 g™+ c

m f(x) = e [fix) dx=Zex 4 c

m f(x) = sin(ax + b) [fx) dx = ~Scos(ax+b) + ¢

m f(x) = cos(ax + b) [fx) dx = Zsin(ax + b) + ¢

controle: antwoord differentiéren met de kettingregel

primitiveren van bijzondere gevallen
B goniometrische functies
B f(x) = cos?(x) herschrijven

omdat cos(2x) = 2cos?(x) - 1 geldt 2cos?(x) = 1 + cos(2x) dus cos*(x) = % + % cos(2x)
1.1 1
dus [ cos*(x)dx = _[(5 5cos(2x))dx x+45|n(2x)+c

 f(x) = sin?(x) herschrijven
omdat cos(2x) =1 - 2sin?(x) geldt 2sin(x) = 1 - cos(2x)

dus sin?(x) = %—%cos(Zx)

dus [ sin?(x)dx = | <% - %cos(Zx))dx = %x—%sin(Zx) +c
B f(x) = 2 sin(x) - cos(x) herschrijven
omdat sin(2x) = 2 sin(x) - cos(x) geldt

dus [ 2 sin(x) - cos(x)dx = [ sin(2x)dx = ~Lcos(2x) + ¢

2
B herkennen van een functie en zijn afgeleide
voorbeelden
m fix) = 2 [ dx=InjhGa)] + ¢
h(x)
B f(x) = h'(x) - "™ Jfix) dx =e"¥ 4+ ¢
| f(x) = cos(x) - sin"(x) Jcos(x) - (sin(x))" dx = —( sin(x))™* + ¢ ga dit zelf na door

te differentiéren; gebruik de kettingregel
H controleer of F(x) de primitieve functie is van f(x) door na te gaan of F'(x) = f(x)

voorbeeld

£ix) = cos3(x) en F(x )—sin(x)—%‘sins(x) ga dit na:F'(x)=cos(x)—%-3‘cos(x)-sin2(x)dus

F'(x) = cos(x) = - cos(x) - (1 - cos?(x)) = cos(x) — cos(x) + cos>(x) = cos>(x)



6.6

6.7

6.8
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bepaal de primitieve functie

Bl . 1
a [5(2x-7)°dx b ij+2 dx c J(O,5+sm(2x—z1t)) dx
d [3e™ dx e [cos(2x) dx dx
J feos(z T
11 8_ 5 (5, _7)8
a 53 5(2x - 7) 16(2x 7)°+c
1 3
b ?3 In|5x + 2| g-ln|5x+2|+c
1 1
C 0,5x—5cos<2x—zn>+c
d 1 3e 2x+1 3e—2x+1+c
e %sin(Zx)+c
7 -5 1 -1 =7 1 =7/
f |———=dx=]7(33x-2)"dx=%"- 3x -2 +c
j(3x—2)5 7 ) 3727 e 12 (3x-2)* 12(3x—2)4
bijzondere integralen
2 1 S 0,51
a J X dx b [x*-e% dx ¢ [ 3sin®(2x) dx
d [cos(3x) - sin(3x) dx e bepaal aals [ cos(x) - sin(x) dx =a - sin®(x)

- dx= [In(x?+5)] 2 = In(9) - In(6) = In(1,5)

1 1
(x 1 () =[1. (x?)] =11 1 o 1,1
bjxedj33xedx3e e msealegiEns

0 o 3
0,5n 0,51 1 0,51 3 3 3
c 6[ 3sin?(2x)dx = J 3. (E—Ecos(4x )dx f (5_5“)5(4)( )dx [—x——-55|n(4x)] =
Px—isin(4x)] > = (in—isin(Zn)> -(0-0) EM
278 o \a""3 Z
d [cos(3x) - sin(3x)dx = j% -2 - cos(3x) - sin(3x)dx = f% -sin(6x)dx = —% . % - cos(6x)

-_1
= 12cos(6x) +c

e a-sin*(x) differentiéren met de kettingregel geeft a - 4sin3(x) - cos(x)
er moet gelden a - 4sin3(x) - cos(x) = cos(x) - sin(x) dus 4a=1dusa= 2
bijzondere integralen
- Gegeven is de functie f(x) = x - e ™
De primitieve functie F gaat door het punt (0,3) en F(x) = (ax+b) -e ™ + ¢
Bepaal a, b en c.
Er moet dus gelden F'(x) = f(x) en F(0) =
F'x)=a-e™+(ax+b)--1e™=(-ax+ (a-b))e™ productregel
F'(x) = f(x) dus (-ax+(a-b))e™=xe™
dit klopt als a = —1 (getal voor de x) en a—b =0 dus b=-1 dus primitieve is
F(x) = (ax+b)-e +c = —x-e *—e ™ + cen F(0) = 3 dus F(0) = -0-e ®~e %+c=0-1+c=3
dus c=4.
conclusie:a=-1,b=-1 en c=4
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oppervlakte begrensd door de grafieken van functies berekenen

B maak een schets van de situatie

B splits het gebied in handige deelgebieden en bepaal de grenzen van deze gebieden
M bepaal de snijpunten van de grenzen

B schrijf de oppervlakte als integraal

voorbeelden

b
| (bovenste functie — onderste functie) dx = [ (f(x) - g(x)) dx = [F(x) - G(x)]%

a

m oppervlakte W =
b

f

x=a 9 x=b e d e X
ga na dat de x-as hier door het gebied W mag lopen

m oppervlakte V = ff(x) dx - fh(x) dx = [F(x)]¢ - [H()]§
c d b

m gebied onder x-as uitkomst van de integraal [ f(x) dx behorende bij een gebied
onder de x-as is negatief dus !

m oppervlakte U = —jbf(x) dx = -[F(x)]2 of jbf(x) dx| = |[Fe)14|
m opperviakte Z = —fbf(x) dx + jcf(x) dx of jbf(x) dx| + ff(x) dx
a b a b
\ / 7L
b x r b c X
a ¥ a ; \

ga na dat de oppervlakte Z in de rechter figuur gesplitst moet worden



toelichting 139

6.9  oppervlakte berekenen
Getekend is de grafiek van de functie f(x) = x" met de twee gebieden A en B.

- Bereken exact de verhouding van de opperviakten van A en B. an f
a a
_ n _ 1 n+1] _ 1 n+1
opp.A—({x dX_[n+1x “n+1? B
1 i 1 1 \ A
_ __ 4 _ntl - n+l _ n+l - n+l __ 4
Spp=ene—TmE T =e n+1t 7 <1 n+1> a

. =Ln+1,<_1>n+1=1‘<_1>=, e .
opp.4:opp.p==5a 1 (1-=7)a P I e 1:(n+1-1)=1:n

6.10 opperviakte berekenen
Gegeven is de functie f(x) =—0,5(x — 2)(x — 6)
- Bereken exact de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as en de grafiek van f.
snijpunten x-as als —0,5(x — 2)(x—6) =0 dus alsx=2of x=6

@ 1 6 1 %
oppervlakte = [ (- 0,5x*+ 4x - 6)dx = [—gx3 +2x?-6x| = = 2 6

2 2

6.11 opperviakte berekenen
Gegeven is de functie f(x) = x’— 1 met x > 0. Een deel van de grafiek loopt onder de x-as en
een deel van grafiek loopt boven de x-as
- Bereken exact voor welke waarde van a de opperviakte van het gebied onder de x-as even
groot is als de oppervilakte van het gebied boven de x-as.

snijpunt x-as bijx =1

oppervlakteA=—f1(x2—1)dx= [%XS_X]0=%
oppervlaktep = —J (x=—1)dx = [§X _X]a= (%as—a> +§ 1 G

gelijke oppervlakten dus %a -a= a(%az = 1) =0
conclusie: a= V3 (a=0ena=-v3 vervallen)
6.12 oppervlakte en integraal
Gegeven is de grafiek van de functie f(x) =
- Bereken exact voor welke waarde van x de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as,
de grafiek van f en de lijnen x = a en x = 1 gelijk is aan 1 (neem a > 1)

a 3
er moet gelden [ vx dx=1dus [—xz] az- § =1ldusa= \l =/6,25
1

6.13 oppervlakte benaderen .
€]

- Bepaal in twee decimalen nauwkeurig: | In(x) dx
@

2e
- TI-84: tik in fnint( In(x), x, e, 2e) geeft 3,768338771 dus _[ In(x) dx = 3,77 (zie ook H8 en H9)
&
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inhoudsberekening omwentelingslichaam bij wentelen om de x-as
B omwentelingslichaam ontstaat door deel van rechte lijn of deel van kromme lijn te
wentelen om de x-as
M inhoud cilinder =nr?- h =n(f(x))* - Ax = y> - Ax
n

M inhoud omwentelingslichaam = lim k;ln < (flxQ)? - Ax

1)

b b
delijnenx=aenx=bis [n-(f(x))* dxof [r-y? dx

gebruik x als variabele, herschrijf y tot x
M inhoud omwentelingslichaam van gebied W tussen f(x), g(x) en
delijnenx=aenx=bis

b b

[m- (fix))? dx - [m- (g(x))? dx

ga na dat de inhoud beslist niet gelijk
b

is aan [ (fix) - g(x))* dx

a




toelichting 141

6.14 wentelen om x-as, inhoud exact berekenen y f
Vis het vlak ingesloten door de grafieken van x = 3,
f(x) = x> en de x-as. V wordt gewenteld om de x-as.
- Bereken de exacte inhoud van dit omwentelingslichaam.
grenzen x-interval zijn 0 en 3

0 X
fix) =x3dus y? = x° ;

b b 3 3
inhoud L, = [n- (f(x))%dx = [n-y?dx = [ x%dx = n[%xq = 313% ‘T
a a 0 0

6.15 wentelen om de x-as, inhoud benaderen
Vis het gebied ingesloten door de grafiek van de functie f(x) = V4 - x, de raaklijn aan fin
het punt met x-codrdinaat 3 en de y-as

V wordt gewenteld om de x-as. )

- Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam in twee e
decimalen nauwkeurig.

De grafische rekenmachine mag gebruikt worden.

=3
De vergelijking van de raaklijn is y = 0,5x + 2,5 (zie H8 en 9 = AT AR 3. E
voor uitleg). Tnlabom JTH*ZLTD
LI I
3 2 g 2 s L e
Inhoud V = [m(0,5x +2,5)% dx - [n(y/(4-x))" dx= 1‘;;13' imid-a-r-n
0 0 el o

R A R
101,3164 — 23,5619 = 77,75

Leg uit hoe je de grafische rekenmachine hebt gebruikt.

6.16 oppervlakte en inhoud
V wordt ingesloten door f{x) =X en g(x) = x" beide met x>0
a Druk de oppervilakte van V uit in n.
de grafieken van f en g snijden elkaar in (0, 0) en (1, 1)

1 1 1+n 1
- ‘n = h n | = i y
OPPe"Vlaktef‘gx dx [1+nx ]o 1+n 1f
1 1 |
(N gy L | __ 1 9
oppervlakteg—(j)x dx = [n+1X ]0 1 ;

n 1 n-1

oppervlakte gearceerde deel = Ton 7+l -n+1l

b Wentel het gearceerde gebied om de x-as, noem het omwentelingslichaam L.
Bereken voor welke waarde van n de inhoud van L gelijk is aan .

i | Syt n_ 2 . 0
inhou f—gn'(f(x)) x—gn-x x—[n'mx ]0—n-2+n

1 1 1
. — e 2 gx=n-x2" dx = m-—L x| .1
|nhoudg—£n (g(x)?* dx gn x?" dx [n X ]0 LR )

dusn=-—

inhoud, = dus n-( [ 1 >=n dus 1 -2n+2

4
2+n 2n+1 2+n 2n+1 5
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inhoudsberekening omwentelingslichaam bij wentelen om de y-as

B omwentelingslichaam ontstaat door deel van rechte lijn of deel van kromme lijn te
wentelen om de y-as

M inhoud cilinder =nr? - h=nx?- Ay

n
. . . T v2.
B inhoud omwentelingslichaam = lim k§1n x“- Ay

f

M inhoud omwentelingslichaam van gebied V tussen f(x), de y-as en
q
delijneny=peny=gqis [n-x*dy
p

m herschrijf y = f(x) naar x = ... want gebruik y als variabele
m bepaal de horizontale grenzen p en q als het x-interval [g, b] gegeven is, dan kan het
y-interval [p, q] bepaald worden met f{a) = pen f(b) = q

y
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6.17 wentelen om y-as, inhoud exact berekenen
Het deel tussen x = 0 en x = 3 van de grafiek van de functie f(x) = x>

wordt gewenteld om de y-as. d

- Bereken de exacte inhoud van dit omwentelingslichaam.

grenzen y-interval zijn p = f(0) = 0 en q = f(3) = 27

fix) = x> dus x = y3 dus X2 = y3

X
. AT

27 3
=m-g-27-9=145:n

. - 7, 3 s
inhoud Ly=£1t-x dy=(J; T -y3dy=n[§y3]0
6.18 wentelen om de y-as, inhoud benaderen

Vis het gebied ingesloten door de x-as, de grafiek van f(x) = V1 +x?,x=0

en x = 5. Vwordt gewenteld om de y-as.

- Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam dat zo ontstaat.
de inhoud van het omwentelingslichaam tussen p = f(0) = 1 en q = f(5) = V26 wordt
gegeven door: (cilinder met straal 5 en hoogte v26) — (A gewenteld) =

V26 V26 ,
n-52-v26 -] m-x*dy=m-25-v26 -| m-(y*-1)dy y
1 1 f
Gebruik de grafische rekenmachine (zie H8 en H9) vz
V26 N1 B
TI-84:m-25- V26 -| n-(x*-1) dx=275,57 - -
1

CASIO: - 25-v26 —[ (- (x2~1), 1, V26) levert 275,57

6.19 inhoud exact
Van een bol met r = 10 wordt de bovenkant tot een hoogte h = 5 afgehaald.
- Bereken exact de inhoud van het deel dat er af gehaald wordt.
getekend is x% +y? =100 dus x = /100 - y*
inhoud van het omwentelingslichaam

tussen y =5 en y = 10 wordt gegeven door
10

10 10
[rn-xdy=[n-(100-y?) dy=n-[100y—%y3] =2081n
5 5 5

3



begrippen en relaties Integreren

144

inhoudsberekening omwentelingslichaam bij wentelen om de lijn y =d
M verschuif de functie d naar beneden wentel-as wordt x-as en f{x) wordt f(x) — d

y S -.
v
a b X
) f09-d_
b

b

B formule voor wentelen om y =d inhoud L, = [n- (f(x) - d)*dx

a

inhoudsberekening omwentelingslichaam bij wentelen om de lijn x = d
M verschuif de functie d naar links wentel-as wordt y-as en f(x) wordt f(x + d)

Y]
b
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6.20 wentelen om de lijn y = b, inhoud benaderen
Vis het gebied tussen de grafiek van de functie f(x) = —(x — 1)(x + 2) en de lijn
y =-2.Vwordt gewenteld om de lijn y = 2.
- Bereken de inhoud van het omwentelingslichaam in 2 decimalen nauwkeurig.
alles 2 omhoog verschuiven; wentel-as wordt nu de x-as
oftewel h(x) = f(x) + 2 = —(x — 1)(x + 2) + 2 = —=x* — x + 4 wentelen om de x-as
linker- en rechtergrens benaderen met de grafische rekenmachine levert

a=-2,562en b=1,562
b

inhoud omwentelingslichaam = nj (-x2-x+4)%dx
1,562 ‘ f\
T-84:m | (-x?-x+4)2dx~124,78 \
-2,562 .\
2 I b

CASIO: [ (m(- x? - x +4)°, -2.562, 1.562) ~ 124,78

6.21 wentelen om de lijn x = a, inhoud benaderen
Vis het gebied ingesloten door de grafiek van de functie f(x) = In(2x + 1)
de lijnen x = 1, x = 3 en de x-as.
Het gebied V wordt gewenteld om de lijn x = 3. [Fwizhet>
- Bepaal de inhoud van het omwentelingslichaam dat zo ontstaat. /-’—_’
alles 3 naar links verschuiven; wentel-as wordt nu de y-as
oftewel h(x) = f(x+3) = In(2(x+3) + 1) = In(2x+7) wentelen om de

=i Rt Bl [ e

y-as (zie tweede plaatje).

Irestivi2 k=i

y=In(2x+7) dus 2x+7 =€’ dusx=0,5¢-3,5

A wentelen om y-as geeft cilinder met straal 2 en hoogte In3
inhoud cilinder=nr*- h=m-2% In(3)=7- 4 - In(3) =~ 13,81

B wentelen om y-as geeft omwentelingslichaam met inhoud

In(7) In(7) Y h

| n-x*dy= | n-(0,5¢’-3,5)* dy=4,33 (2nE)L—F o
In(3) In(3) , 2 In(3)
(Benader met de grafische rekenmachine zie H8 en H9.) ) 0 X

conclusie: inhoud is 4,33 +13,81 =18,1 :
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lengteberekening lijnstuk
B formule lengte van grafiek van functie f op x-interval [g, b] is

b
lengte = [{/1+(f'(x))*dx (= lengte dikke stuk grafiek)
a

fx)

Ql----
[N FE

oppervlakteberekening omwentelingslichaam
Bl formule functie f op x-interval [a, b] om x-as wentelen, levert omwentelingslichaam met

y

b
oppervlakte = [ 21+ f(x) - /1 + (f '(x))* dx

berekening x-codrdinaat zwaartepunt (zie ook hoofdstuk 7 voor uitleg zwaartepunt)
b b

M vergelijking x, - [f(x) dx =[x f(x) dx geeft de x-coérdinaat van het zwaartepunt x,




6.22

6.23

6.24

6.25

6.26
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oppervlakte omwentelingslichaam benaderen
Grafiek van f(x) = 2vx op het x-interval [0, 4] wordt om de x-as gewenteld. Zo ontstaat
een paraboloide.

- Benader de oppervlakte van de paraboloide in twee decimalen met behulp van de formule.

b
oppervlakte = [2r- f{x) - /1 + (f '(x))? dx y

fX) =2 en f(¥)=x7 en (f'(x)?=x" ‘ .
U

0

4 4
oppervlakte = [2r- 2vx - V1+x7" dx=4n[Vx+1 dx = 85,229
0 0

formule oppervlakte bol bepalen met behulp van de formule op de linker bladzijde
- Bepaal de formule voor de oppervlakte van een bol met straal R
x?+y?=R?dus wentel y = VR? - x?op het interval [-R, R] om de x-as

= 2
Y(x) =——2—en2nVRZ - x? - 1|1+ =" = 2nV/R? = x?+ x? = 21R
VR? - x? R*-x?
s -R R X
oppervlakte van de bol is [2nR dx = 2nR[x]%, = 4nR?
-R

lengteberekening lijnstuk exact met behulp van de formule op de linker bladzijde

Gegeven is y = ax en de punten (0, 0) en (p, ap) y

ap

- Bereken de lengte van het lijnstuk tussen deze twee punten
p
y=axeny =adus:lengte=[V1+a® dx=V1+a?®-[x])=pV1+a?
0

opmerking: dit komt overeen met stelling van Pythagoras in een driehoek met zijden p en ap

lengteberekening grafiek exact met behulp van de formule op de linker bladzijde

3
Gegeven is y = x2 op het interval [0, 4]
- Bereken de exacte lengte van de grafiek op dit interval

3 1
y=x2 en y'=%xE dus:
4

4 3
9 2 4 9 \2 8
lengte=|{/1+>x dx= [—-— 1+>x ] =—(v1000 -1
& ({V 4 3 9( 4) .27t )

zwaartepunt benadering met behulp van de formule op de linker bladzijde
Gegeven is y = In(2x+1). Gebied V wordt ingesloten
door x=1, x =3, de x-as en de grafiek van f. Y (2in()
- Benader in één decimaal nauwkeurig de x-coérdinaat van
het zwaartepunt van gebied V :
3 3 o 1 3 X
X+ [In(2x+1) dx = [x-In(2x + 1) dx (met grafische :
i 1,

rekenmachine) dus x, - 3,1628 = 6,6014 dus x, = 2,09
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hoofdzaken

primitiveren van functies

B f(x) =x" Jfx) dx=a%x”+l+ca¢—1
lf(x)=% Jf(x) dx =In|x| +c (x #0)

Jfix) dx = In(x) + ¢ (voor x > 0) en
Jfix) dx =In(-x) + ¢ (voor x < 0)

B flx)=g" If(x)dx=m'9 +c
M f(x) =e* [fix) dx=e*+c
M f(x) = In(x) Jfix) dx=x- In( )= X+c
B f(x) =%log(x) Jfix) dx=—— - (g (x-In(x) = x) +c
B f(x) = sin(x) Jfix) dx = —cos(x) + ¢
B f(x) = cos(x) Jf(x) dx =sin(x) + ¢
M flax + b) | flax + b) dx=%-F(ax+b)+c
voorbeelden
| f(x) = (ax + b)P fix) dx=%~p11(ax+b)"’+l+cp¢—1
.f(x)=ax1+b [fix) dx = % Inlax + bl + ¢ (x # 0)
lf(X) =gax+b J‘f(x) dX:%(g)gaHb_i_c
lf(X) - eax+b J‘f( ) dx = 1eax+b+c
| f(x) = sin(ax + b) ff(x) dx = —%cos(ax +b)+c
® f(x) = cos(ax + b) Jfix) dx=%sin(ax+b)+c
B f(x) = sin*(x) [sin(x)dx = | <% - %cos(Zx))dx = %x - %sin(Zx) +c
B f(x) = cos*(x) [ cos?(x)dx = | (% + %cos(Zx))dx = %x + %sin(Zx) +c
B f(x) = 2sin(x) - cos(x) | 2 sin(x) - cos(x)dx = [ sin(2x)dx = —%cos(Zx) +c
m o= I de=Inn(o)] + ¢
W f(x) = h'(x) - e"™ [flx) dx=e"¥ 4+ ¢
B f(x) = cos(x) - sin"(x) Jcos(x) - (sin(x))" dx = 1 (sin(x))™ +¢

n+1

controleer of F(x) goed is door het antwoord te differentiéren met de kettingregel, de uitkomst is dan f(x)
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6.27 denkactiviteit lijnstuk en parabool
Op het domein [0, 4] is de functie f gegeven door f(x) = 8 —%xz. De grafiek van f snijdt de

y-asin Pende x-as in Q. R is het punt met codrdinaten (a, 0) met a > 4.
Er is een waarde van a waarvoor de grafiek van f en het lijnstuk PR elkaar snijden in het
midden M van PR.

a Bereken exact deze waarde van a.

De lengte van boog PQ van de grafiek van f kan berekend worden met
4

lengte = [{/1 + (f'(x))*dx
0

De lengte van boog PQ van de grafiek van f is gelijk aan de lengte van lijnstuk PR.
b Bereken in twee decimalen nauwkeurig deze waarde van a.

a Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

Zie schets: P(0, 8), R(a, 0) en Q (4, 0). M is het midden van P );

en R, dus M(%a, 4) en M ligt op f.

Wat noteer je / oplossing: 5 M

Voor het snijpunt moet gelden: de y-coérdinaat is 4

Voor snijpunt geldt:4=8—%x2 dus %x2=4dusx2=8dus ] 0 al R\ %
Xsnijpunt = V8

conclusie:a=2vV8=2-V4-2=4V2

b Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):
De lengte van boog PQ van de grafiek van f kan berekend worden met

lengte = f\/l +(f'(x))? dx dus bereken f'(x)
0

Lengte van lijnstuk PR, denk aan Pythagoras
De lengte van boog PQ van de grafiek van f is gelijk aan de lengte van lijnstuk PR.

Wat noteer je / oplossing:
P(0, 8), R(a, 0) dus lengte PR = V64 +a?
flx)=-x

4
Lengte kromme = [ V1 +x? dx = 9,294 (gebruik grafische rekenmachine toegestaan)
0

V64 +a?=9294dus 64+a’=9,294% dusa=19,294° - 64

conclusie: a = 4,73
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hoofdzaken vervolg

van Riemannsom naar integraal
B oppervlakte of inhoud berekenen . b
B Riemannsom die de oppervlakte of inhoud benadert: lim kglf(xk) - Ax = [f{x) dx

oppervlakte W begrensd door de grafieken van functies berekenen
B maak een schets van de situatie
B bepaal de snijpunten

B schrijf de oppervlakte als integraal: oppervlakte =
b
| (bovenste functie - onderste functie) dx  y

@ fx)
= [ (fx) - g(x)) dx = [F(x) - G(x)]g |

alx 8

omwentelingslichamen

M bij wenteling om de x-as van gebied W tussen
fix),g(x) endelijnenx=aenx=bis

b b
n] (fx))* dx - [ (gx)* dx

inhoudsberekening omwentelingslichaam bij wentelen om de y-as
H bij wenteling om de y-as van gebied V tussen f(x), de y-as ende lijneny=peny=gqis
q

2
x%d
Jm-x? dy y

P
B bij wentelingomy=d

m verschuif de functie d naar beneden wentel-as
wordt x-as en f{x) wordt f(x) — d
M bij wenteling om x =d
m verschuif de functie d naar links wentel-as wordt
y-as en f(x) wordt f(x + d)

berekening x-coérdinaat zwaartepunt
B vergelijking

Xz'be(X) dx = fbx fix) dx

geeft de x-codrdinaat van het

zwaartepunt x,
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6.28 denkactiviteit vat met water
Een vat wordt gevuld met water. De formule van de oppervlakte van de waterspiegel wordt
gegeven door C(x) = 2500 - vX — 5x? in cm?® waarbij x de hoogte in cm is van de waterspiegel
boven de bodem. De maximale hoogte van de waterspiegel x is 49 cm.
Het vat begint smal, wordt breder en daarna weer smaller.

- Bereken exact hoeveel procent van het vat is gevuld met water als het vat gevuld is tot het

breedste punt. Geef je antwoord in hele procenten nauwkeurig.
Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

De maximale hoogte is 49 cm. "

n
De inhoud van het vat berekenen met |im Y C(x) - Ax = [ C(x) dx
k=1 0

Met behulp van de afgeleide de hoogte h van het breedste

-

punt berekenen.
Denk aan C'(x) =0

h
Met behulp van [ C(x) dx de inhoud berekenen tot h.

0
Percentage van het geheel berekenen.
Wat noteer je / oplossing:

49 49 1 5 1 5 49
Totale inhoud vat = | (2500-vX-5x?)dx = [ (2500-x2 - 5x?)dx =[2500- = X'z - % X3 =
0 0 0
49
25002 x- VX —5-x3] - 5716662 - 1960812 = 375585
3 3 Q 3 3
2 ] -1 1250
C(x) = 2500 - Vx - 5x“ dus breedste punt als C'(x) = 1250 - x 2 - 10x = I 10x=0
3 2
Dus % = 10x dus 10x = 1250 dus x = 125 ={1252 =J15625 = 25
g s 1 2 1t 5 5%
(2500 - vx - 5x%)dx = [ (2500 - x2 - 5x?)dx = [2500~§-x 2 —§-x3 =
0 0 0
1

2500 - % - (25)%2 - % -(25)% = 208333% - 26041% - 182291%

2
182291§

conclusm:m

-100% =~ 48,53...% dus afgerond 49%
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denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen
B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen
bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op (in welke stukjes kun je de
vraag opdelen)
m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)
denk aan
m vergelijking opstellen en oplossen
m formule opstellen en omschrijven
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m welke formules passen bij het probleem
m abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele
m rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij deze theorie speciaal rekening met
m primitieven (zie overzicht van de regels)
m omschrijven van wortels en quotiénten naar exponenten
m oppervlakte bepalen: maak een schets van de situatie, bepaal de

verticale grenzen en denk aan oppervlakte =
b

f(bovenste functie — onderste functie) dx
a

m inhoud bepalen: maak een schets van de situatie, bepaal de verticale
grenzen bij wentelen om de x-as en de horizontale grenzen bij
wentelen om de y-as, denk aan inhoud =

b b
nj (buitenste functie)? dx — nj (binnenste functie)? dx
a a

B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
B oplossing met alle stappen
m controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer
m heb je antwoord gegeven op de vraag
m is het antwoord logisch, klopt de afronding



toelichting 153

6.29 denkactiviteit oppervlakte benaderen
x(t) = sin(t)

J(6) = sin(t) + cos() ™t domein £ € [0, 2]

Een punt P beweegt volgens {

Punt Psluit het gebied in. Het gebied boven de lijn y = x binnen de ingesloten figuur
noemen we V.
- Bereken in drie decimalen nauwkeurig de oppervlakte van dit gebied V.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen):

In drie decimalen dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Lijn y = x snijden met de kromme.

Oppervlakte, dus integraal, dus functievoorschrift ontwikkelen.

Y(t) = sin(t) + cos(t) = x + cos(t) dus alleen nog cos(t) herschrijven naar x oftewel cos(t)
herschrijven naar sin(t).

let op gebruik integraal in verband met snijpunt x-as.

Y y f)+1

Wat noteer je / oplossing:

X(t) = sin(t) bstit i ft sin(t) + cos(t) = sin(t) d (t)=0
=X = =
Y{t) = sin(t) + cos(é) substitueren in y = x geeft sin cos(t) = sin(t) dus cos
=1 =1ip =1 -11 1
t-2n of t—lzn.t o7 dus(1,1)ent 15n dus (-1,-1)

Bewegingsformule herschrijven zonder t:
x(t) = sin(t) dus y(t) = sin(t) + cos(t) = x + cos(t)

en vanwege sin?(t) + cos?(t) = 1 geldt cos(t) = +y/1 - sin?(t) = +V1 - x2

dus y(x) =x+V1-x? (zie schets f(x) =x+ V1 - x? eng(x) =x - V1 - x?)

Linkergrens is x = —1 en rechtergrens is x = 1.

Dus V wordt ingesloten door de grafiek van fen de lijn y = x.

Om een snijpunt met de x-as te voorkomen, schuiven we de grafiek van f 1 omhoog (zie
schets).

Berekening met de gEaﬁsche rekenmachine levert:

oppervlakte V+K= [(x+V1-x?+1) dx=3,571

=il
oppervlakte driehoek K=%.b -h =%-2 $2=2

conclusie: oppervlakte van Vis 3,571 -2 =1,571
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meetkunde en cirkels
F-hoeken

overzicht bekende meetkunde
M hoeken, lijnen en afstanden
m overstaande hoeken bij twee snijdende lijnen zijn gelijk

m F-hoeken of Z-hoeken
Z-hoeken

m als twee evenwijdige lijnen gesneden worden door een derde
lijn dan zijn de F-hoeken en Z-hoeken gelijk
B som van hoeken van een driehoek is 180°
m afstand de lengte van het kortste verbindingslijnstuk tussen

twee meetkundige figuren
m afstand punt-lijn kortste verbinding van punt tot lijn is lengte van loodlijn
neergelaten vanuit dat punt op die lijn
B driehoeksongelijkheid als drie punten A, B, C niet op één lijn liggen,

dan geldt |AB|+ |BC| > |AC| B
Ml driehoeken Aa
m stelling van Pythagoras als AABC een rechte hoek in C heeft, dan geldt
a’+b*=c? A"b C
m omgekeerde stelling van Pythagoras als in AABC geldt a? + b* = c?, dan is hoek C
recht.
| sinus, cosinus en tangens gebruiken voor het berekenen van de grootte van
hoeken en de lengte van zijden in een rechthoekige driehoek ¢
(zie H4) goniometrische verhoudingen in een rechthoekige
driehoek
m sin(o) = %en cos(a) =%en tan(o) =% A - B

W sinus- en cosinusregel gebruiken voor het berekenen van de lengte van lijnstukken
en de grootte van hoeken in een (niet-rechthoekige) driehoek C
m cosinusregel in elke AABC geldt c¢?=a’+b* - 2ab cos(y)

a __b _ ¢
sin(a) sin(B) sin(y)
m twee driehoeken zijn congruent als ze gelijk hebben

m ZZZ alle zijden
m HZH een zijde en twee aanliggende hoeken
m ZHZ twee zijden en de ingesloten hoek
m ZHH een zijde, een aanliggende hoek en de tegenoverliggende hoek
m ZZR twee zijden en de rechte hoek tegenover één van die zijden
m twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze gelijk hebben

m sinusregel in elke AABC geldt

m hh twee paar hoeken

m zhz een hoek en de verhouding van de aanliggende zijden

m zzz de verhouding van de zijden

m zzr een rechte hoek en de verhouding van twee niet-aanliggende zijden

met gelijkvormigheid is bijvoorbeeld de grootte van hoeken en de lengte van lijnstukken te berekenen.
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cosinusregel en sinusregel
a AB=6,AC=>5enBC=4. Bereken in AABC hoek cin graden nauwkeurig.
b DE=6, FE=10en £D = 50°. Bereken in ADEF ZE in graden nauwkeurig.
a drie zijden zijn bekend en de driehoek is niet gelijkbenig of rechthoekig

cosinusregel: a = b? + c? - 2bc cos(a)

42=52462-2.5.6cos(x) dus cos(c) = 0,75 dus o = 41°
b twee zijden en een hoek zijn bekend en de driehoek is

niet gelijkbenig of rechthoekig

Gebruik de cosinusregel als twee zijden en de ingesloten hoek

bekend zijn. Gebruik de sinusregel als een hoek en

de overliggende zijde bekend zijn.

10 6 6 - sin(50°)
sin(50°) _ sin(ZF) 10

dus sin(£F) = =0,4596 dus ZF=27°

conclusie: ZE=180°—27°—-41°=112°

Inde figuurisAE=4en AB:BD=2:3
- Bereken de lengte van AC.
AB _AC

AABC ~ AADEen AB:BD =2 :3 dus AD - AE en

C
5i 24
A 6 B
/
A
D~—g—E
verhoudingen E
ﬁ
A B D
——

AB:AD=2:5 dus%=% dus AC=1,6

gelijkvormig L zandloperfiguur
Bepaal de lengte van OM, DB en QT in de drie figuren.
- AKML is gelijkvormig met AOMN want (hh)
/M, = /M, (overstaande hoeken) en
ZK = £0 (Z-hoeken)

KO =5

4 _5-x N
noem OM = x er geldt dan 35 % dus

x=0M=21 E snavelfiguur
7 . C
- AABC s gelijkvormig met AADE want (hh) 3 A

/A= /Aen /B= /D (F-hoeken) b8 2

R
noem DB = x dan geldt g=%4 dus x=DB=4
- APQR s gelijkvormig met ATSR want (hh) S
Z/P=/T(90°) en ZR= /R 12
QR =13 (Pythagoras) noem QT = x dan RT = 13 — x
5_ 12 _ _
er geldt dan 3 T3-x dusx=QT=5,8 ,
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overzicht bekende meetkunde vervolg

B gelijkbenige driehoek heeft
m twee gelijke zijden
m twee gelijke hoeken b /
H toepassing een driehoek waarvan
twee hoekpunten op een cirkel liggen en het derde
hoekpunt op het middelpunt van die cirkel ligt, is
gelijkbenig
M gelijkzijdige driehoek heeft
B drie gelijke zijden
| drie gelijke hoeken van 60°

M verhoudingen van zijden
m in een driehoek met hoeken van 45°, 45° en 90°
verhouden de zijden zich als 1: 1 : V2
m in een driehoek met hoeken van 30°, 60° en 90°
verhouden de zijden zich als 1: 2 : V3

Vo
45°
1
B oppervlakte van een driehoek is gelijk aan:
[ ] %x basis x hoogte
1. ... . .
m 5 xzijde b x zijde ¢ sin(ot)
met o de hoek tussen zijde b en zijde c
hoofdwaarde tabel
goniometrische verhoudingen in bijzondere driehoeken
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
. 1 1 1
sin(x) 0 3 2\/7 2\/§ 1 0 1
1 1 1
cos(x) 1 E\/? Eﬁ 3 0 -1 0
tan(x) 0 i3 1 V3 bn 0 bn
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oppervlakte gelijkzijdige driehoek
AABC is gelijkzijdig met zijden 6

- Bereken de oppervlakte van deze driehoek.
eerste methode
CM staat loodrecht op AB dus AAMC is een 30°, 60°, 90°
driehoek dus de zijden verhouden zich als 1:2 : v/3
Dus CM = 3v/3 (of met Stelling van Pythagoras)

Dus oppervlakte AABC = % X6Xx3V3=9V3

tweede methode

o = 60° dus oppervlakte AABC=%>< 6 X 6 X sin(60°) =%>< 6%x6 x% V3 =9V3
oppervlakte en lengte

AABC is gelijkbenig AB=4,AC=BC=v20enAD 1 BC C
- Bepaal de lengte van AD in één decimaal nauwkeurig.

CM = 4 (Pythagoras in AAMC)

opperviakte AMBC = X ABX CM =2 x CBx AD dus .
1 16

1
Sx4x4=5xV20xADdus AD=——==3,6 A B
5 > 720 2 M 2
oppervlakteregel

Gegeven zijn de congruente AABC en AAPQ, beide 30°, 60°, 90° driehoeken

met Pop AB en Cop AQ. Mis het snijpunt van BC en PQ.

Q
ZABC = ZAQP = 30°, ZBCA = ZAPQ = 60°, ZBAC = ZPAQ = 90°
- Bepaal de verhouding van de oppervlaktes van vierhoek APMC en APBM
Kies bijvoorbeeld AP=1,dan AB= V3 enPB=+V3 -1 ¢
M
AAPM heeft dezelfde hoogte als APBM 1
dus verhouding oppervlaktes AAPM : APBM =1: (V3 - 1)
AAPM is congruent met AACM (ga na) A 1 P B

Dus verhouding oppervlaktes APMC : APBM =2 : (V3 - 1)

oppervlakte verhoudingen
Gegeven zijn de congruente driehoeken AABC en AAPQ, beide 30°, 60°, 90° driehoeken met
PopABenBC=AP=1.
M is het snijpunt van AC en PQ Q
ZBAC = ZAQP =30°, LBCA = ZAPQ = 60°, ZABC = ZPAQ = 90°
- Bepaal de verhouding van oppervlaktes van de AAPM en AABC
Ga na dat AAPM een 30°, 60°, 90° driehoek is met
PM:MA:AP=1:V3:2

Omdat AP =1 geldt PM =3 en MA =23
Dus oppervlakte AAPM = % : % : %\/? = %\/?

Oppervlakte AABC = %\/?
Verhouding AAPM : AABC =1:4
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overzicht bekende meetkunde vervolg

M vierhoeken som van hoeken van een vierhoek is 360°
bijzondere vierhoeken
H parallellogram
m er zijn twee paren evenwijdige zijden
m er zijn twee paren gelijke overstaande zijden
m twee overstaande zijden zijn gelijk en evenwijdig
m diagonalen delen elkaar middendoor
W ruit
een ruit is een parallellogram
m met vier gelijke zijden; het is voldoende te bewijzen dat drie zijden gelijk zijn
m met twee even lange aanliggende zijden
m waarin een diagonaal een hoek middendoor deelt
m waarin de diagonalen elkaar loodrecht snijden
m rechthoek
m vierhoek met vier rechte hoeken het is voldoende te bewijzen dat er drie rechte
hoeken zijn
m parallellogram met een rechte hoek
m parallellogram met gelijke diagonalen
H trapezium
m vierhoek met twee evenwijdige zijden de twee evenwijdige zijden hoeven niet
even lang te zijn
m cirkel met middelpunt M en straal r is de verzameling van alle punten die afstand r
tot een gegeven punt M hebben
m raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de verbindingslijn van middelpunt en
raakpunt

m oppervlakte cirkel is gelijkaanm-r®= %n -d?

maak gebruik van r = straal of d = diameter

hoogtelijn

B definitie hoogtelijn gaat vanuit een hoekpunt van een driehoek loodrecht naar de
tegenoverliggende zijde

l stelling van de drie hoogtelijnen van een driehoek in elke AABC gaan de drie hoogtelijnen

door één en hetzelfde punt
1

B oppervlakte driehoek = >

x basis x lengte hoogtelijn

dus geldt ook:
W h,xzijdea= h,xzijdeb= h xzijdec
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7.8  eigenschappen parallellogram, ruit en rechthoek
Getekend zijn parallellogram ABCD, ruit EFGH en rechthoek KLMN
- Geef de eigenschappen van deze figuren.

- parallellogram 2 ¢
48,/ CD en 4D J/ 5C E
AB=CDenAD=BC
AC en BD snijden elkaar middendoor A B
ZA=/Cen /D=/B 2]

- ruitis een bijzonder parallellogram ‘k G
EF=GH=EH=FG "

EG en FH snijden elkaar loodrecht middendoor N F M
ZFEG = ZGEH o =
- rechthoek is een bijzonder parallellogram B o
alle hoeken zijn 90° K L
7.9  voorbeeld puntverzamelingen
middelloodlijn deellijn van £C deellijnenpaar middenparallel
van AB dyend,van van lijnkenn

lijn/enm

7.10 loodrechte lijn
Getekend is de lijn OB met vergelijking y = %x

- Bewijs met behulp van de figuur dat de lijn
y ==2xloodrecht op y = %x staat. 2 B
o+ =90°
Zie de lijn met daarop AOAB met zijden 2 en 1 ol

Draai deze driehoek over 90°, er ontstaat dan
AOA'B' ook met zijden 2 en 1

Dus OB' L OB. Helling OB'isnu—2,dus y=—2x Ly = %x
7.11 hoogtelijnen

Gegeven driehoek OAB, met A(4, 0) en B(2, 6)
- Bereken het snijpunt van de hoogtelijnen.

<
o)

6-0 1
C.ap =57 = =3, dUS I-C.hoogtelijn 0F = 3

dus hoogtelijn OF: y = %x en hoogtelijn BD: x = 2

1
1

A

(Y

el
)
v
™

1 \}

q - 2 C,
conclusie: snijpunt 5(2, §>

AY
A}
Yoy
1

v
U

[e)

O¢

>
x
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zwaartelijn
B definitie zwaartelijn gaat vanuit een hoekpunt van een
driehoek naar het midden van de tegenoverliggende
zijde
M stelling van de drie zwaartelijnen van een driehoek in elke
AABC gaan de drie zwaartelijnen door één en hetzelfde
puntZ ! !
M punt Z verdeelt de zwaartelijnen in twee stukken met

verhouding 1:2
B een zwaartelijn verdeelt een driehoek in twee stukken met gelijke oppervlakte

middelloodlijn
M definitie middelloodlijn van ABis de lijn die door het midden van AB gaat en die loodrecht
op AB staat
B middelloodlijn van lijnstuk AB is de verzameling van alle
punten die dezelfde afstand hebben tot twee gegeven
puntenAenB
B punt met gelijke afstanden tot twee gegeven punten A en
B ligt op de middelloodlijn van lijnstuk AB
m notatie d(P,A) =d(P, B) 1 |
M stelling van de drie middelloodlijnen van een driehoek in

elke AABC gaan de drie middelloodlijnen van de drie zijden door één en hetzelfde
punt; dit punt is het midden van de omgeschreven cirkel

deellijn of bissectrice
M definitie deellijn van ZA is de lijn die ZA in twee even grote hoeken deelt
B punt met gelijke afstanden tot de twee benen van een hoek ligt op de bissectrice van die
hoek
M deellijn of bissectrice van een hoek is de verzameling van alle
punten binnen die hoek die dezelfde afstand hebben tot
de benen van die hoek
m notatie d(P,/)=d(P, m) met/en m de benen van de hoek
M stelling van de drie deellijnen van een driehoek in elke AABC

*

gaan de drie deellijnen van de drie hoeken door een en
hetzelfde punt; dit punt is het midden van de ingeschreven cirkel
Ml deellijnenpaar of bissectricepaar van twee snijdende lijnen is de verzameling van alle
punten die dezelfde afstand hebben tot deze twee
m hoek tussen de twee deellijnen is loodrecht, de twee deellijnen snijden elkaar
loodrecht in het snijpunt van die twee lijnen

middenparallel van twee evenwijdige lijnen
B verzameling van alle punten die dezelfde afstand hebben tot die twee lijnen
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7.12 middelloodlijn
Gegeven lijnstuk AB met A(2, 3) en B(8,-9)
- Stel de vergelijking op van de middelloodlijn van lijnstuk AB.
Midden van ABis M(5,—3) want (2+8):2=5en(3+-9):2=-3
Richtingscoéfficiént AB is —2 dus richtingscoéfficiént middelloodlijn is %

1

=1 _ -l -1
y—2x+bdoorM(5, 3) levert b 52dusy 5 52

7.13  bewijs van de stelling van de drie middelloodlijnen van een driehoek
- Bewijs dat de drie middelloodlijnen in een driehoek door één punt gaan.

gegeven
AABC met M als snijpunt van twee middelloodlijnen op AB en BC

te bewijzen
er moet gelden AM = BM = CM
want M is het midden van de omgeschreven cirkel
bewiis
1 AM = BM (definitie middelloodlijn)
2 BM = CM (definitie middelloodlijn)
3 conclusie: AM = BM = CM (regel 1 en 2)

A

7.14 Dbewijs van de stelling van de drie zwaartelijnen van een driehoek
- Bewijs dat de drie zwaartelijnen in een driehoek door één punt S gaan.
gegeven
AABC met S; als snijpunt van de twee zwaartelijnen AQ en CP en AABC met S, als snijpunt
van de twee zwaartelijnen BR en CP

te bewijzen
De drie zwaartelijnen AQ en BR en CP gaan door één punt dus $; = S,

bewis

AP = BP (definitie zwaartelijn)

BQ = QC (definitie zwaartelijn)

QU // CPdus PU = UB
AP:PU:UB=2:1:1(regel1en 3)

als QU = 3a dan CP = 6a (verm. met 2 vanuit B)
als QU =3adan S;P =2a

O 1 A WIN R

(vermenigvuldiging met % vanuit A)

7 dusPS;:CS1=2a:4a=1:2

8 analoge redenering in driehoek Il levert PS, : CS;=1:2
9 S$;=5,(regel 7 en 8)

10 conclusie: de drie zwaartelijnen gaan door één punt S
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Thales
B stelling van Thales als in AABC geldt £C =90° dan ligt punt C op
de cirkel met middellijn AB B D
bewijs M
m gegeven AABC met ZC =90° met M is het midden van AB
H te bewijzen AM =BM =CM =r cirkel CL y

m teken punt D zodat ADBC een rechthoek is
m DM = CM = AM = BM (want rechthoek)
m conclusie: C ligt op de cirkel met middellijn AB
toepassingen
m van een rechthoekige driehoek is het midden van de schuine zijde het middelpunt van
de omgeschreven cirkel
B een driehoek waarvan een zijde de middellijn van de omgeschreven cirkel is, is
rechthoekig

meetkundig redeneren
B gebruikmaken van Thales, F-hoeken, Z-hoeken, gelijkvormigheid, gelijkbenigheid
m gelijke hoeken denk aan
m evenwijdige lijnen
m gelijkbenige diehoeken
m gelijkzijdige driehoeken
m congruente driehoeken, gelijkvormige driehoeken
m driehoek met hoek van 90° denk aan cos, sin, tan, Pythagoras, Thales, middellijn van
cirkel

B driehoek zonder hoek van 90° denk aan sinusregel, cosinusregel
a _ b _ ¢

sin()  sin(p)  sin(y)

m cosinusregel c®=a?+b*-2abcos(y)

m sinusregel

B noteer de naam van de gebruikte stelling tussen haakjes
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7.15 bewijs van de stelling van de drie hoogtelijnen van een driehoek
- Bewijs dat de drie hoogtelijnen in een

driehoek door één punt gaan. B " © o A
gegeven

AABC met de hoogtelijnen uit £

A,Ben Cen AA'B'C' met

A'C' evenwijdig aan AC enz. M\ ..--AD

te bewijzen K

De drie hoogtelijnen AD, BE en FC A £ B

gaan door één punt

bewiis

1 BE staat loodrecht op AC en dus

ook loodrecht op A'C’

Bis midden van A'C' dus BE is de Ci
middelloodlijn van A'C’

AD is middelloodlijn van B'C'en FC is die van A'B’
middelloodlijnen van een driehoek gaan door hetzelfde punt

N

(2 B S V)

conclusie: dit geldt dus ook voor de hoogtelijnen

7.16 bewijs van de stelling van de drie deellijnen van een driehoek
- Bewijs dat de drie deellijnen in een driehoek door één punt gaan.

gegeven

AABC met zijden k, / en n en M als snijpunt van twee deellijnen van de hoeken B

en Cen de voetpunten K, Len N

te bewijzen

er moet gelden d(M, k) = d(M, I) = d(M, n)

want M is het midden van de ingeschreven cirkel

bewijs

MK = ML (congruente driehoeken vanwege ZHH)

ML = MN (congruente driehoeken vanwege ZHH)

dus MK = ML = MN (regel 1 en 2)

conclusie: d(M, k) =d(M, I) =d(M, n)

A W N R

7.17 evenwijdige lijnen
Gegeven is een assenstelsel met A(-5, 0), B(3, 4) en C op de x-as. ZABC = 90°, lijn
OP // CBen Pop AB.
- Bereken de codrdinaten van punt P,
I.Cag= %dus r.c.gc=—2 en B(3,4) dus C(5,0) op de x-as.
Rechthoekige driehoek, dus cirkel met AC als
middellijn en C(5, 0) (Thales)
Middelpunt van de cirkel is midden van AC dus O
OP // CB dus AACB en AAOP zijn gelijkvormig met verhouding 2 : 1 (hrh)
Dus P ligt halverwege AB, dus xp=—1en yp=2
Dus P(-1, 2)
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vergelijking lijn
B vier soorten vergelijkingen
my=ax+b
m r.c. = g en snijpunt y-as is (0, b)
m loodrechte lijny = —%x+ c
mpx+qy=c
c c
m gaat door (O, q) en (p , 0)
m loodrechte lijngx—py =d
m normaalvector van lijn [ is <Z) staat loodrecht op (_qp>
mrx+sy=1
m gaat door (0;%) en (%;0)
m loodrechte lijn sx—ry =t
m(y—v)=a(lx—h)
m r.c. = aen gaat door (h, v)

stelsels van vergelijkingen
W stelsel heeft één of meerdere oplossingen
m meetkundige betekenis snijpunten van de grafieken
B stelsel is strijdig = er zijn geen oplossingen
m meetkundige betekenis grafieken snijden elkaar niet, rechte lijnen lopen evenwijdig
(parallel)
bijvoorbeeld:

my=2x+3 enx=%y—1,
eliminatie van x levert y = 2<%y— 1) +3=y+1
y=y+1geldt voor geen enkele waarde van y, dus geen oplossingen
M stelsel is afhankelijk = oneindig veel oplossingen

m meetkundige betekenis grafieken vallen samen
bijvoorbeeld:

my=2x+3enx=2y-13,
eliminatie van x levert y = 2<%y— 1%) +3=y+0

y =y geldtvoor alle waarden van y, dus de grafieken vallen samen
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vergelijkingen rechte lijnen ax+by=c
Gegeven [:3x+5y =7

- Stel de vergelijking op van de lijn k evenwijdig aan | door P(1, 2).
I: 3x + 5y =7 evenwijdig dus k: 3x + 5y = cen P(1, 2) invullen levert
k:—5x+3y =13

- Stel de vergelijking op van de lijn n loodrecht op | door P(1, 2).
I: 3x + 5y = 7 loodrecht dus n: =5x + 3y = c en P(1, 2) invullen levert
n:=5x+3y=1

vergelijkingen rechte lijnen y=ax+b
Gegeven |: y=4x—8

- Stel de vergelijking op van de lijn k evenwijdig aan | door P(4, 5).
I: y = 4x — 8 evenwijdig dus k: y = 4x + c en P(4, 5) invullen levert
k:y=4x-11

- Stel de vergelijking op van de lijn n loodrecht op | door P(4, 5).

I: y=4x—8 loodrecht dus n:y=—%x+c en P(4,5) invullen levert

n:y=—%x+6

vergelijkingen rechte lijnen
Gegeven [: %x + 4y = 1. Deze lijn snijdt de x-as en y-as in A respectievelijk B.
- Stel de vergelijking op van de lijn k loodrecht op | door het midden van A en B.

Snijpunt x-as A(2, 0) en snijpunt y-as B(O, %) en dus midden M(l, %)

I: %x+ 4y = 1 loodrecht dus k: —4x+%y =cen M(l, %) invullen levert

515

1 _
k: 4x+5y— 16

stelsel van vergelijkingen: afhankelijk
Gegeven :2x+3y=9enk:y=ax+b
- Bereken a en b zodat | en k afhankelijk zijn.

I:2x+3y =9 dus l:y=—%x+6 dus/en k vallen samen als a =—§en b=6
stelsel van vergelijkingen: strijdig
-5x + 8y = 40

Gegeven het stelsel 5
y=gx+4

- Los het stelsel op.

~5x+8y =40 eny=2x+4 dus —5x+8- (%x+4> = 40 dus Ox + 32 = 40

Kan niet dus het stelsel is strijdig (de twee grafieken lopen evenwijdig, er is geen snijpunt).
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hoeken tussen lijnen
B hoek o tussen lijn I: y = ax + b en x-as berekenen met . = tan™*(a)
B hoek ¢ tussen twee lijnen /
voorbeeld 1
my=2x+peny=-3x+q levert o =tan*(2) en B =tan"*(-3)
¢=|a—PB|=63,4°+71,6°=135,0°
gevraagde scherpe hoek is 180° —135,0° = 45,0°
voorbeeld 2
my=2x+peny=3x+q levert o =tan*(2) en B = tan"}(3)
gevraagde hoekis ¢ = |[p— 0| = 71,6° — 63,4° = 8,2°
onder de hoek tussen twee lijnen wordt verstaan de kleinste hoek tussen de
twee lijnen (dus altijd < 90°)
ga na dat geldt: ¢ = |tan™}(2) —tan™(-3)|
B hoek ¢ tussen twee lijnen met richtingsvectoren d en b te berekenen met
|a-bl _Xa Xb+Ya Yl
lal - bl lal - 5l

cos(o) =
voorbeeld
ml:y=2x+penm:y=-3x+q levertiv,= (;) en i, = (_13)

[Xa*XptYa Yol |1-1+2--3| 5 1
dus cos(op) = = =—=—==v2dus ¢ =45°
=Tl S Vio Vo 2 ®

M loodrecht
B product van de richtingscoéfficiénten is =1 < twee lijnen staan loodrecht op elkaar

m als l: y = ax + b dan loodrechte lijn m: y = —%x+ c

M twee lijnen staan loodrecht op elkaar < het inproduct van de normaalvectoren 0 (zie ook
verderop bij vectoren)
malsl:px+qy=cmet 1= (5) dan loodrechte lijn m: gx — py = d met

im= <—qp>

m afstand kortste verbinding van punt Ptot lijn / is lengte van

toepassing

loodlijn neergelaten vanuit dat punt P op die lijn /

M hoek tussen twee krommen is de hoek tussen de raaklijnen aan de twee krommen in het
snijpunt

m hoek tussen de krommen fengin S(a, b)

m differentieer de functies en bereken f'(a) en g'(a) raaklijn [traaklijn
m bereken ¢ met behulp van ¢ = [tan™}(f'(a)) —tan™(g'(a))| of
m bereken de richtingsvectoren van de raaklijnen en bepaal
|G- Bl _1XaXo+Ya" Yol

lal - bl lal - Bl

cos(o) =
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hoek tussen twee rechten
Gegeven zijn de lijnen |: y = 2x +1, k: y =4x—2enm: 2x+3y =5
- Bereken de hoek tussen de lijnen | en k.
Hoek tussen / en de x-as: o. = tan™(2) = 63,43° en hoek tussen k en de x-as:
B =tan}(4) = 75,96° dus hoek /k is 75,96° — 63,43° ~ 12,5°.
- Bereken de hoek tussen de lijnen | en m.
Hoek tussen / en de x-as: o = tan™(2) = 63,4° en hoek tussen m en de x-as:

B= tan"1<—%> =—33,7° dus hoek I,m is 76,0° ——33,7° = 109,7° dus de scherpe hoek is 70,3°

meetkundig redeneren met tangens
Gegeven is de cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal = 3. Lijn / door Q(0, —5) raakt de cirkel

AW

- Stel de vergelijking van | op.
QR = 4 (Pythagoras) en o. = tan‘1<%> en dus % = %

4 OoP 15

dus OP=12 dus r.c.PQ=tan(|3)=%=i=§dus Q
4 L

y=3x 5<eny 3X 5) 5

hoek berekenen met behulp van omschrijven naar vectoren o)

- Bereken de hoek tussen y = 2x + 4 en m:y = —%x -1

a-bl _11-3+2--21 1
= =—=—dus ¢=82,9°
JBl° v5-vId3 ves ©°F

= 1Y 7 3
dE ,b=( )dancos((p)=
(2) =2 gl
hoek twee krommen
- Bereken de hoek tussen f(x) = x*> en g(x) = Vx+2 in 5(2, 2).
1

f'(x)=2xdusf'(2) =4eng'(x) = 2\/)% dusg'(2) = =

1
2v2+2 4

o=tan"(4)=76,0°en B =tan™* (%) =14,0° dus gevraagde hoek is 62,0°.

hoek met de y-as
x(t) =3t2-t3

(0=2t+1 in het bovenste snijpunt met y-as.
Y\t =2t +

- Bereken hoek tussen y-as en K {

Snijpunt y-as dus x(t) =3t - t>*=0 dus t*(3-t)=0dust=0o0ft=3
Bovenste snijpunt dus t = 3 (controleer met een plot)

Wraaknjn = X:g;) = <6t_23t2) = (_29> i Wy-as = <2>

cos(o) = (0ot s sy =—2_dusa=~77,5°

© VB5-VI  V8s
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afstanden
B afstand lengte van het kortste verbindingslijnstuk tussen twee meetkundige figuren

® notatie d (van distance) bijvoorbeeld d(P, c) is de afstand tussen punt P en cirkel ¢
M afstand punt tot punt

u te berekenen met Pythagoras: a2+ b= c2of metd = \/(x; - x2)2 + (y1 - y)°
voorbeeld:
m afstand tussen A(-1, 5) en B(3,—4) isd = /(- 1-3)2+ (5 - -4)> = V97
W afstand punt tot lijn is lengte van loodlijn neergelaten vanuit dat punt P op die lijn /

u te berekenen met loodlijn
voorbeeld: /
m afstand O(0,0) tot I: y =—2x+6

‘Q
.

loodlijn door (0, 0) opstellen levert y = %x Pe”

snijden / en loodlijn levert snijpunt S(—4, 2)

gevraagde afstand is d(0, 5) = /(0 - -4)%+ (0 - 2)> = V20 = 25
M afstandsformule afstand punt P(x, y) en lijn ax+ by =c
axp+byp-c

Va?+b?

m te berekenen met formule d(P, k) =

voorbeeld:
m afstand P(-3,4) tot : y =—2x+6
l:2x+y—-6=0
2:--3+1-4-6 8 _8
formule levert d(Pk) = |=—————""2=— =25
()‘ V22412 ‘\@5
H afstand lijn tot lijn (ook in de situaties twee evenwijdige lijnen, lijnstuk — lijn)
m te berekenen met loodlijn (zie ook afstand punt —lijn)
m afstand |: y =—-2x+ 6 tot k: y =—2x+ 16

m / // m Kies een punt A(0, 6) op bijvoorbeeld / !

Q.
\

m loodlijn op | opstellen door A(0, 6) levert bijvoorbeeld N\
y=%x+ 6

m snijden k en loodlijn y = %x+ 6 levert snijpunt S(4, 8)

m gevraagde afstand is d(A, S) = /(0 - 4)> + (6 - 8)* = V20 = 2V5
axp+byp-c

Va?+b?

m te berekenen met afstandsformule d(P,k) =

m afstand |: y =—2x+ 6 tot k: y =—2x+ 16
komt overeen met afstand A(0, 6) tot k: y = —2x + 16. Schrijf k: 2x + y = 16

formule levert d(P,k) = ‘M‘ =10 _»Hyvm

V22412 V5
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7.28 afstand punt tot lijn met behulp van een loodlijn
Bereken de afstand tussen P(1,2) en |: y = —%x +9

Loodrecht op / dus k:y = 3x + b door P(1, 2) dus k:y = 3x - 1

l'en k snijden levert —%x+ 9=3x—1levertx=3eny=8dusS(3, 8) S
gevraagde afstand |PS| = /(3 - 1)? + (8 - 2)* = V40 = 2V10 —P

7.29 afstand punt tot lijn met afstandsformule

Bereken de afstand tussen P(1,2) en [: y = —%x +9

l:y= —%x+ 9 omwerken tot /:x+3y -27=0

_|X+3y-27| 11+3.2-27|_ B
d(p,l) = = =210
P st || Vs |V

7.30 afstand lijn tot lijn met behulp van een loodlijn
- Bereken de afstand tussen |:3x + 2y = 8 en k:3x + 2y = 21
1// k : kies P(2,1) op/en bepaal lijn m loodrecht door Pop /:3x+ 2y =8

m: —2x+ 3y =-1dus m:x=%y+%substitueren in k:3x+2y=21
3 .1 _ FI . _ _
levert 3 - J+3 +2y-21dus65y-195dusy—3enx—5enS(5,3)

gevraagde afstand |PS| = /(2 - 5)%+ (1 - 3)% = V13

7.31 afstand lijn tot lijn met afstandsformule
- Bereken de afstand tussen |:3x + 2y = 8 en k:3x + 2y = 21
Neem bijvoorbeeld /:3x + 2y — 8 = 0 en bijvoorbeeld punt P(5, 3) op k
3x+2y-8
(P/)=| y-8| |3-5+2-3-8|_ 13 _ T

V32 +22|_| V32122 | VI3

7.32 afstand punt tot cirkel
- Bereken de afstand tussen P(1,2) en c :(x + 3)? + (y-4)* =8
Mc(-3,4)enr=V8
Afstand [PM| = \/(1 --3)?+(2-4)% = V20, dus P ligt buiten de cirkel
d(P,c) = v20 - V8 =2V5 -2V2

7.33 afstand lijn tot cirkel
- Bereken de afstand tussen c: (x - 1)*+(y-1)>=6enl:y = —%x -7

Loodrecht op / dus k:y = —=2x + b door M(1, 1) dus k:y = —2x + 3

)

l'en k snijden Ievert%x—7 =—2x+3dusx=4eny=—

dus $(4,-5), dus gevraagde afstand is k
IMSI—r=1(4-1)?+(-5-1)>-V6=V45 -/6=3V5 - V6 /




o
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afstanden vervolg

B afstand punt tot cirkel
m te berekenen met d(M,P) — straal cirkel
voorbeeld
m afstand P(-2, 4) tot c: (x - 4)% + (y - 8)* = 25
afstand P(-2, 4) tot M(4, 8) is V52 dus
d(Pc)=V52-5

m let op verschillende situaties: P binnen of buiten de cirkel

o

M cirkel met middelpunt M en straal r
m d(P,M) =r dan ligt P op de cirkel
m d(P,M) < r dan ligt P binnen de cirkel
m d(P,M) > r dan ligt P buiten de cirkel
M afstand lijn tot cirkel
m te berekenen met loodlijn op lijn / door M
voorbeeld
m afstand |: y =—2x—4 tot c:
(x-4)*+(y-8)*=25
loodlijn op l opstellen door M(4, 8) levert

—
“
8

bijvoorbeeld y = %x +6

snijden [ en loodlijn levert snijpunt S (-4, 4)
dM,$)=\/(-4-4)%+(4-8)2 = V80 = 4V5
gevraagde afstand is d(M,S) — straal =45 -5

axy+byy—c

m te berekenen met formule d(M,/) =

voorbeeld

m afstand ¢: (x - 1)+ (y - 2)*=2tot l: y =—2x+6
dus afstand M(1, 2) tot I: y = —2x + 10
l:2x+y—10=0

formule levert d(M,]) = ’M‘ -4 _ 45

Vi | V5
afstand is d(c,/) = %\/f -V2

B afstand cirkel tot cirkel

m te berekenen met d(M,P) — stralen cirkels
m afstand ¢;: (x - 1)>+ (y+2)> =10

tot cp: (x—4)*+ (y - 8)2=25
d(MyM) = /(1 - 4)2+ (-2 -8)% = V109
d(cy,c,) = V109 - V10 -5

m let op verschillende situaties: (maak een schets)

¢, binnen of buiten, raakt of snijdt ¢,

co
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7.34 afstand cirkel tot cirkel
- Bereken de afstand tussen c: (x - 1)>+(y- 1)’ =6end: (x+7)>+(y+4)*=9
straal, = V6 en straal, = 3 en [MM,| = /(1 - -7)%+ (1 - -4)? = V89
gevraagde afstand is [MM,| -3 - V6 = V89 -3 - V6

7.35 afstand cirkel tot cirkel
- Bereken de afstand tussen c: (x - 1)*+(y-1)>=4en
d: (x-3)*+(y-4)*=100

straal, = 2 en straal; =10 en [MM,| = /(1 - 3)* + (1 - 4)* = V13

gevraagde afstand is 10 - [MM,| - 2 = 8 - V13 (zie schets) @

7.36 afstand in een cirkel

Gegeven vierkant ABCD met zijde 2 en de kwartcirkels met @
middelpunten Ben A en r = 2 (zie figuur). In de figuur is een
vierkant PQSR getekend. 2 7 £

- Bereken de lengte PQ (P en Q op lijn AB) van het vierkant PQRS.
Gegeven cirkel c: x? + y? = 4 met middelpunt A(0, 0) en straal AB = 2

Noem lengte AP = b en lengte PQ = a. A 5
zijde AB=a+2b=2enpuntRis(a+b,a)enRligtopc
Rinvullen in cirkel c: x*> +y?® = 4 geeft (a + b)> +a’ =4
Voor zijde AB:a+2b=2geldtb=1 —%a
1\2 2 _ 1 2 2 _

Dus a+1—Ea +a“=4dus §a+1 +a“=4
dus%a2+a+1+a2=4dus 1%a2+a—3=0
Dus 5a2 + 4a — 12 = 0 abc-formule levert a =% (a =-2 vervalt)

. 6
conclusie: lengte PQ=a = T
Getekend is de cirkel met middelpunt M en straal r die RS en beide D c
kwart cirkels raakt <

IV,

- Bereken exact de lengte van straal r van deze kleine cirkel. 2
Gebruik driehoek AM'M met M'de loodrechte projectie van M op AB. /
Druk de zijden van deze driehoek uit in straal r.

Opmerking: gebruik het resultaat a = g van de vorige opgave. A 1 M B

AM = straal cirkel ¢ — straal kleine cirkel =2 —r
AM'=1en MM'=%+r
2
Dus (AM)? = (AM')? + (M'M)? wordt (2 - )2 = 12 + (§+ r)
36 12 3239

-_ 2: — —_— 2 ===
Dus4-4r+r 1+25+ 5r+r dus 5r e

conclusie: r= 5508
: 160
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vectoren
M een vector is een lijnstuk met een richting, een vector heeft dus een
lengte en een richting kop
® beginpunt wordt staart genoemd, eindpunt wordt kop genoemd =
m notatie ('Z) betekent p naar rechts en g omhoog staart

m kentallen de getallen p en g heten de kentallen van de vector a/
m gelijke vectoren hebben dezelfde lengte en dezelfde richting

o 3 b
m de vectoren d, b en € zijn gelijk (zie figuur hiernaast). / b/
2 =2\ ... .. .
m de vectoren (1> en (_1> zijn niet gelijk, ze zijn tegengesteld

m tegengestelde vectoren hebben dezelfde lengte en tegengestelde richting

m de vectorenden b zijn tegengesteld (zie figuur hiernaast). \B
m de vectoren (i) en (:i) of —(i) zijn tegengesteld a\

M lengte van een vector

® lengte van (p) wordt berekend met

q

(Z)‘ =yp?+q? (Pythagoras)

m lengte van (i) wordt berekend met ‘(i)’ =V22+1%=V5

B somvector twee vectoren optellen

m met kentallen de som van de vectoren (i) en (g) is de vector <i>

S|

H kop- staartmethode zonder kentallen

Nl

teken d en leg de staart b aan de kop d zie figuur hiernaast
G+b=¢

d

m parallellogram methode zonder kentallen
teken @+ b = door de staarten van @ en b aan elkaar te leggen
teken het parallellogram af PN
d+b=C Cisde diagonaal van
het parallellogram

M verschilvector twee vectoren van elkaar aftrekken staart
m vector b van vector d aftrekken, is hetzelfde als het tegengestelde van vector b bij
vector d optellen
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7.37 vectoren en hun richting

eegeven (), (3) () ) (5)- G) (5) (6) (B) (7)

- Zet vectoren met eenzelfde richting bij elkaar.

Gelijke richting hebben: (_31> en (_62>, (i) en <§>' <_31> en <_62>

- Zet vectoren met tegengestelde richting bij elkaar.
Tegengestelde richting hebben (_11> en <_11>, @) en (:i), <§) en <:i>
7.38 vectoren berekenen
gegeven zijn de vectoren d = (_62> enb= (g) enc= <_62)

- Bereken de vectoren @+ben 3G -2ben-2a +3b - ¢

c
Lz (12 L7 30) om Al 2 8)
a+b—<1>en3a 2b (_12 en-2d+3b-¢ 2

ol

7.39 lengte van een vector
- = 4 7 (1 ~_ (-2
gegeven zijn de vectoren G = _)en b= 3)enc={¢
- Bereken lengte van de vectoren @-ben 3d+ben—-a—-b-2¢

d-b= (_35) heeft lengte y/32+ (- 5)> = V34
3G+b= (f;) heeft lengte /132 + (- 3)2 = V178
en-d-b-2¢= <_13) heeft lengte {12 + (- 13)% = V170

B
7.40 vectoren uitdrukken
— — —
- Druk de vector AB uit in OA en OB
er geldt (zieﬁguur):O_A)+,I9)=O_B)dusA_B)=_B)—O_A) A
(0]

7.41 vectoren berekenen

Gegeven zijn de vectoren G = (_42) en de somvector @ +b = (ﬁ)

- Bereken de verschilvector @ - b

5+ (12)-(4)- (3 ma- (4)- (3)- ()
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vermenigvuldigen met een getal

k-
B vermenigvuldiging k- ('Z) = < p>

k-g
voorbeeld —%. <—86> _ (—34)

ontbinden van vectoren in loodrechte componenten
B componenten van een vector een vector vV met lengte V| en een hoek o met de x-as, kan
ontbonden worden in

v
m horizontale component met lengte |v,| = cos(a) - [V] want cos(o) = u

vl

. ~ . . ) V]
m verticale component met lengte |vy| =sin(a) - [V] wantsin(o) = W
%

voorbeeld
m V heeft lengte 10 en maakt een hoek o = 30° met de x-as, kan ontbonden
worden in een horizontale component

[V =10-cos(30°) =5V3

<!
<

en een verticale component

- 30°
— . el o) = =
|v)] =10-sin(30°) = 5 ol
m ontbinden van een vector in twee onderling loodrechte componenten, waarvan een

AN
7

component evenwijdig aan een gegeven lijn
H een vector vV met lengte [Vl en een hoek o met lijn m, kan ontbonden worden in
m een component in richting m met lengte |al = cos(c) - [Vl en
m een tweede component loodrecht op m met lengte bl = sin(a) - ¥l
voorbeeld
m V heeft lengte 10 en maakt een hoek o = 30° met lijn m,
kan ontbonden worden in

|Gl =10 - cos(30°) =5v3 en
bl = 10 - sin(30°) = 5v3

m parallelogramconstructie vector p kan ontbonden

worden door middel van een parallelogramconstructie
m ontbind p in twee componenten
evenwijdigaanmenn
teken een parallellogram waarvan p de
diagonaal is (zie figuur)
teken de componenten d en b
(de zijden van het parallellogram)
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7.42 normaalvectoren

- Geef normaalvectoren van G‘r) en (_23)

sivoorbeeld () 1 (1)of(5) L (5) en (5) £ (5)ef (5) +(55)

7.43 vectoren ontbinden
Gegeven is een vector Vv met lengte [v| =10 en
een hoek o = 20° met lijn m.
Deze vector v kan ontbonden worden in een component

in richting m een tweede component
loodrecht op m.

- Bereken de lengte van beide componenten in twee decimalen nauwkeurig.
Lengte van de component in richting m heeft lengte |@l = cos(c) - [V] dus geldt
|Gl =10 - cos(20°) = 9,40
Lengte van de component loodrecht op m heeft lengte |bl = sin(0y) - 171 dus geldt
bl = 10 - sin(20°) = 3,42

7.44 steen op een hellend vlak
Een steen ligt op een hellend vlak. De zwaartekracht op de steen is 60 N.
Het vlak maakt een hoek van 27 graden met het horizontale vlak. De wrijvingskracht is
gelijk aan 15 N.
- Bereken de kracht loodrecht op het hellende vlak, bereken de kracht evenwijdig aan het
hellende vlak en ga na of de steen gaat bewegen.

Gebruik gelijkvormige driehoeken.
In AABC geldt : ZC=90°en B+ 0.=90°en o =27°
dus geldt :

|| = lacl=60- c0s(27°) = 53,5

|F| = ICBl = 60 - sin(27°) ~ 27,2

De kracht langs het hellende vlak naar beneden
is 27,2 N en de wrijvingskracht is 15 N, dus de
kracht die overblijft naar beneden is 12,2 N.
Dus de steen beweegt naar beneden.
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lijnen
B opstellen parametervoorstelling of vectorvoorstelling van een lijn door punten (g, b) en (c, d)

m plaatsvector of steunvector (Z) of (;)

i c-a a-c .
| richtingsvector (d B b) of (b _ d) of een vereenvoudiging van deze vectoren

voorbeeld
m vectorvoorstelling opstellen lijn door de punten (1, 2) en (4, 1) levert

(3)=G)+2(2)of ()= (3)+2(37) of o

B parametervoorstelling van een lijn maken als de vergelijking gegeven is
Wy =ax+bdan G) = <2> +7»<;>

c
_ . _(P X\ _ (o q
B p X +qy = cdan is de normaalvector = (q> dus (y> = <g) +k<_p>

voorbeeld

m vectorvoorstelling opstellen van lijn 2x + 3y = 5 levert bijvoorbeeld
x\ (1 -3
)= (3)
M vergelijking van een lijn maken als de parametervoorstelling gegeven is

D2 (D) 4n(P) danisde = (P _(9
u <y) = (b) +7»<q> danisderv= (q) dus de normaalvector = ( p ) dus de vergelijking

wordt: —gx +py =c¢

voorbeeld
u vergelijking lijn opstellen van @) = (_21) +x(‘43)
normaalvector = (g) dus4x+3y=cmetc=4-2+3--1=5dus
4x+3y=5

-

M inproduct G- bvanvectorendenb is

ma-b=lal-|bl- coso met o de grootte van de hoek tussen @ en b
of
Xg ~  (Xp o 7
mad= (y,,) enb= (,V:;) dand-b=x, X, +YsYp
® inproduct wordt ook wel inwendig product genoemd
B meetkundige betekenis van inproduct het product van de lengte van vector d met de
lengte van de loodrechte projectie van vector bopad

G-b  XaXpt+Va- -
M hoek tussen vectoren berekenen met cos(o) = a bﬁ =a b ):a b end# <g>,b¢ (8)
lal - bl lal - 1Bl

- N N X Xp+ .
Want?z-b=xa-xb+ya-ybén?z-b=|71|-|b|-cos((p)duscos((p)=%|¥flln
al-1b
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vectorvoorstelling maken bij twee gegeven punten
Geef een vectorvoorstelling van de lijn door de punten A(2, 4) en B(5, —8)

2 5 A bas 3 1
Steunvector <4> of (—8)’ richtingsvector (_12> of (_4)

X\ (2 1
()= (3) ()
vectorvoorstelling maken bij gegeven vergelijkingen
Geef een vectorvergelijking bij de vergelijkingen I: y = %x +4 en m: %x A %y =1

Steunvector <2> richtingsvector (g) dus |/ G) = <2> + (p<§>
Steunvector <g> of( ) richtingsvector ( ) dusm: <y> < ) ( )

vergelijking maken bij een gegeven vectorvoorstelling

Geef een vergelijking van de vectorvoorstelling G) = (i) + k(_zs)

= (_23> dusr.c. =—%= —1% dusy=—1%x+b en punt (2, 4) invullen

Ievertb=7dusy=—l%x+7of
71'—( )dus 3x+ 2y = b punt (2, 4) invullen dus 3x + 2y = 14

bereken de hoek

- Bereken het inproduct van d <42> nb= (1)

inproducti55-5=< ) ( ) 4-
- Bereken het inproduct als ldl = 3 en |b| =7 en de hoek tussen @ en b is 40°
inproductis@- b =3 -7 - cos(40°) = -14,01
- A(2,5) en B(-3,10) en C(1,—1), bereken hoek ACB, dus de hoek tussen de vectoren CAenCB
1) —4)
<6) <11 _1--4+6-11
V37 -v137 v5069
- Bereken de hoek tussen de lijnen |: y =2x+5en k: y = L3

|(§)<£1l)| 11-4+2-1]

VS VIT Vs

er geldt cos(p) = ~0,8708 dus ¢~ cos (0,8708) = 29,4°

rc,=2enrc,= % dus cos(o) = ~0,6508 dus @ = 49,4°
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vectoren draaien over veelvouden van 90°
o Xa
W OA-=
a

. ° . vd Ya
m draaien over 90° rechtsom (dus draaiing met de klok mee) wordt OA; = < )

X,
-X
m draaien over 180° wordt (_f),
a
. . .. . yrd _ya
m draaien over 90° linksom (dus draaiing tegen de klok in) OA, = ( X )
a

B draaien over 270° rechtsom geeft ook ( ;/a>
a
— (X X
® draaien over 360° OA = (f) blijft (ya)
a a

bewegingsvergelijking
x(t) = f(t)
" {ao

eenheidscirkel C: {

(zie ook H4 periodieke functies) voorbeelden zijn

x(t) = cos(t)
Yt) = sin(t)

x(t) =3 sin(t) of K {x(t) = cos(t)
i

of ellips E {y(t) =1,2-cos(t)

M snijpunt x-as y(t)=g(t)=0
M snijpunt y-as x(t) =f(t)=0
M zichzelf snijden op welk tijdstip snijdt de kromme zichzelf?
m meestal is er een tweede opvallende eigenschap voor
dit snijpunt, bijvoorbeeld het snijpunt ligt op de

x-as, de y-as of de lijn y = x

B aan de hand hiervan een vergelijking opstellen en de waarde(n) van t bepalen

m tabel maken met daarin t, x(t) en y(t)

m zoek de punten die voor verschillende t-waarden eenzelfde punt (x(t), y(t)) hebben
voorbeeld:

x(t) = cos(t)

y(t) =sin(3t)

Bereken de codrdinaten van de punten waar de kromme zichzelf snijdt.

m gegeven is de bewegingsformule {

m plot doet vermoeden dat de snijpunten op de x-as liggen (zie figuur, kromme K).
m x-as dus y(t) =0 dus sin(3t)=0dust=0 +%kn

1 2 1 2
t 0 3" 3" b 1§‘It 1§n 21
X 1 0,5 -0,5 -1 -0,5 0,5 1
y 0 0 0 0 0 0 0

m conclusie: de kromme snijdt zichzelf in de punten (% 0) en (—%, 0)
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7.49 kromme snijdt zichzelf
x(t)=t>-2
y(t)=t3>-8t
- Bereken de coordinaten van het punt S waar de kromme zichzelf snijdt.
Plot doet vermoeden dat punt S op x-as ligt dus t>~ 8t =0dust=0of t =+V8

t 0 V8 -V8
X —2 6 6

Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen {

y

y 0 0 0

Dus de kromme zichzelf snijdt in S(6, 0)
- Roteer de kromme over 90° rechtsom.

Geef de bewegingsvergelijkingen van de

nieuwe kromme die zo ontstaat.

. by, [HO=-2 ()=t
<b> wordt (—a) dus {y(t) —t3_gt wordt {y(t) —(t2-2)=-t2+2

7.50 bewegingsvergelijking
c S - e x(t) = cos(3t)
egeven zijn de bewegingsvergelijkingen J{t) = cos(2)
- Bereken de coordinaten van het punt S waar de kromme zichzelf snijdt.

Plot doet vermoeden dat dat punt S op y-as ligt dus cos(3t) =0

dus 3t=ln+kndust=ln+k%n

2 6

1 1 5 1 1 5 y
t gTE ETC ETE lgﬂ 151'( 157[
x| o 0 0 0 0 0

1 1 1 1 X
Y| 2 -1 2 2 -1 2

Dus de kromme zichzelf snijdt in S(O, %)
Opmerking: bij t = %n snijdt de grafiek wél de y-as, maar niet zichzelf.

- Roteer de kromme over 90° linksom. Geef de bewegingsvergelijkingen van de nieuwe kromme
die zo ontstaat

a -b x(t) = cos(3t) x(t) = —cos(2t)
<b> wordt ( a ) dus {y(t) _ cos(2t) wordt {y(t) _ cos(31)

7.51 maximale afstand tot de oorsprong

x(t) = sin(3t)

Y(t) =2 sin(t)

- Bereken de maximale afstand tot de oorsprong in twee decimalen nauwkeurig.
Afstand is \/sin®(3t) + 4sin?(t) (Pythagoras)
Plot grafiek y; = y/(sin(3x))* + (4sin(x))?
CALC max levert x=t=1,57 <= %ﬂ:) eny=2,23(=5)

Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen {

conclusie: maximale afstand is 2,23.
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180
bewegingsvergelijking vervolg

N y . x'(t) Y
B bewegingsrichting r.C.aakiijn aan kromme = m of v(t) = (y'(t))
voorbeeld
L x(t)=sin(3t) . . 2.
® bewegingsrichting van {y(t)  cos(t) op tijdstip t = nis

< igix
y(5)__-sn(3r) 1

1 N 2 . . ..
= =-Z=vV3 of V(t) = (zie gestippelde lijn)
) ) T s

2
snelheid, versnelling, baanversnelling in punt P
x(t
M plaatsvector horend bij een punt Piss(t) = 8)
. . _ Xt .
Ml vectoriéle snelheid of snelheidsvector v(t) = ) (is een vector)

m baansnelheid |v(t)| = /(¥'(t))?+ ('(t))? (is geen vector, maar getal, snelheid)

x"(t
B vectoriéle versnelling of versnellingsvector d(t) = <y§t;>

M baanversnelling is de grootte van de versnelling in de richting van de snelheid, de uitkomst
is een getal

(j'(ﬂ) ' (j:"(t >
m in formulevorm a,(t) = v(t)-a(t)  \y(t) "(t) _

VOl o2 pe?
m bewijs van de formule voor de baanversnelling
(gebruik de figuur)

v(t) - a(t
hoek tussen twee vectoren: cos (o) = ( 1 (®

t li de zijd
hoek in rechthoekige driehoek: cos(o) = a,(t) _ aanliggende zijde

la(t)  schuine zijde

combineren levert |‘:7lb((tl;)| = W‘gi a(t) dus ay(t) = V(T)V('t;ll(t)
voorbeeld

x(t) = %F +2t2

2
: dan V(t)=< Jat >en at= (5174
yt)=3t>-2t* -t tr-at-1

baansnelheid op t =3 is |V(3)| = |<Ei>‘ =457 = 21,38

(21) . (10)
baanversnellingop t = 3 is a,,(3) = 4 2/ _210-8

= ~9,45
‘(21)’ V457
-4
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7.52 snelheid en versnelling

. : o x(t) = —5t> + 2t
Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen 6
yt)=2t*-t

- Bereken op t = 2 de snelheidsvector, de baansnelheid, de versnellingsvector en de

baanversnelling.
1
snelheidsvectorV(t)=< Zt +4t> dus V(2) = (S)
4t-1

: Lo (~t+4 )
versnellingsvector a(t)—( - ) dus d(2) = (4)
baansnelheid op t = 2 is |v(2)] = {/(x'(2))%+ (/'(2))? = V6% + 72 = V85

( ) (i) _12+28

baanversnellingop t = 2 is d,(2) = ‘ T ~4,33

5)

7.53 snelheid en versnelling

x(t) = 2 cos(t)

Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen {y(t) _sin(2D)

- Berekenopt= %n de baanversnelling.

. _ - [~2sin(t) 1 _(-ﬁ)
snelheidsvector v(t) = <2 cos(2t)> dus v<3n> =\ _;
. _o [ —2cos(t) 1)
versnelllngsvectora(i’)—<_45In 2t> <3 ) (_ 3)
(3)-(ovs)
. : 1 2V3) 33
baanversnelling op t=%ms ab<% )— ’ 75 ‘ =?\4F=%\/§
1
7.54 maximale snelheid
) . . x(t) =2t
Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen 6
y(t) =2t2

- Bereken het tijdstip waarop de baansnelheid minimaal is

f) = —Z¢2
{ 2" dus \l -= t +(4t \/ t* +16t? is minimaal, dus ook geldt L4 16t%is
yt) =4t

minimaal, dus afgeleide t*> + 32t =0 dus t = 0 of t* = —
conclusie: snelheid is minimaal voor t = 0, de snelheid is dan 0.
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bewegingsvergelijking vervolg

B afstand tussen twee punten op een kromme

m bepaal met behulp van de t-waarden de codrdinaten van de punten

m afstand bepalen met Pythagoras

M snijpunt van kromme K met kromme M
B X, (t) = xy(t) en tegelijkertijd yy(t) = yu(t)

B horizontale raaklijn, verticale raaklijn, keerpunt (zie ook H4 periodieke functies)

m horizontale raaklijn als y'(t)=0enx'(t)#0

m verticale raaklijn als x'(t) =
m keerpunt als x'(t) =

B asymptoten

H bepaal het interval vant

m bekijk de waarden van t waarvoor x(t) of y(t) naar oneindig gaan, onderzoek het
gedrag van x(t) of y(t) in de volgende gevallen

m horizontale asymptoot y=bals !Lm x(t) =
m verticale asymptoot x=aals Itm x(t) =

m perforatie (g, b) als x(t) of y(t) niet bestaan voor t =g en Itinq x(t) =

lim y(t)=b

voorbeeld

m gegeven is kromme {

onderzoek x en yvoort — tcentT2ent| 2

Oeny'(t)#0

0 én tegelijkertijd y'(t) =

x(t) = et

y(t)= -2

I|m x(t) = I|m ef=coen Ilmy(t)

t—oo

tl_l)r_nx()— lim e'=0en I|m y(t)

Itmx(t)=lt[)ge =e’en ltlTTy(t)

t12

verticale asymptoot x = e?

Yy

too en It[)g y(t) =

t dus t#2 (noemer is ongelijk 0)

1 dus perforatie (0, 1)w

= t —co = —t = oo
=lim =3 en |;I£1y() 3 dus

182

——= =1dus horizontale asymptoot y =1
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x(t) = ~£t*+ 27

7.55 vergelijking raaklijn opstellen
Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen {

y(t)=2t* -t
- Stel de vergelijking op van de raaklijn op t = 2

x(t) = —%tz +4tendus x'(2) =6 eny'(t)=4t-1endusy'(2)=7

'(2

helling raaklijn is dan f(% = % dus y = %x+ b
—g2 - 2 =1y 17

raakpunt R: x(2) = 63 en y(2) =6 dus R<63,6> levert y &~ 19
of

“Le2 gt 6
snelheidsvector v(t) = | 2 ) dus v(2) = <7>

4t-1

normaalvector ri(t) = <_67> dus -7x+6y=c

raakpunt R: x(2) = 6% en y(2) = 6 dus R<6§,6) levert -7x + 6y = —10%
7.56 keerpunten
o x(t)=sin(3t) .
- Bereken de tijdstippen waarop de keerpunten van bereikt worden.
y(t) = cos(4t)
sin(3t) X'(t) = 3 cos(3t)
cos(4t) Y'(t) = -4 sin(4t)

x(t)
y(t)

keerpunt als x'(t) = 0 en y/'(t) = 0: {

_ - S Ll t=lpe=2p =11
3cos(3t)—0duscos(3t)—0dust-6n+k§n dus t 6Tc,t zn,t 61t,t 1511;,
—1ip t=12
t—12n,t—161t

. _ . _ _ 1 D P e
—45|n(4t)—Odussm(4t)-0dust-0+kz1t dus t-O,t-Zn,t-En,t—Zn,t—n,
=1 i t=1in t=13n ¢=
t—14n,t—12n,t 14n,t 2T,
conclusie: keerpunten op t = %Tt ent= 1%n
7.57 asymptoten
x(t) =In(t-2)

- Bereken de asymptoten van 5
{)’(f) =7

t—2>0dust>2

onderzoek x en yvoort — coent | 2 wantt — - ent T 2 vervallen.

. T CNeeenli 3

fimx(t) = fimIn(¢ = 2) = = en fimy(t) = im; = 0

dus horizontale asymptoot y = 0, oftewel de x-as (aan de linkerkant)

. : . 55
limx(t) = limIn(t - 2) = oo en limy(£) = lim> = 2
ifpx(t) = lippin(t=2) = e en limy(t) = lim% =5

dus horizontale asymptoot y = 2% (rechts)
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B zwaartepunt of evenwichtspunt in driehoek is het snijpunt van de drie zwaartelijnen van
die driehoek
m zwaartelijn gaat vanuit een hoekpunt van een driehoek naar het midden van de
tegenoverliggende zijde
B het zwaartepunt Z verdeelt elke zwaartelijn in de verhouding 1 : 2

m voor het zwaartepunt Z in AABC geldt x, = %(XA+ Xg+Xc)en y,= %(yA +yg+Yo)
voorbeeld
m Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z van AABC met
A(0, 0), B(9, 0) en C(6, 9)

x;=3(0+9+6)=5en y,=3(0+0+9)=3

dus Z(5, 3)
B met behulp van vectoren zwaartepunten in een driehoek bepalen (alle punten hebben
dezelfde weging)

m voor AABC geldt Z = %(

5_1((0) . (9).(6\)_/(5
2-3((6)+(6)+(5))-G)
B zwaartepunt bij een systeem van meerdere punten met een verschillende weging
| voor een systeem van puntmassa’s my, m,, .., m,, in de punten Py, P, ..., P, geldt:

A+ B+ C) in het voorbeeld hierboven:

- ml - m2 - mn - .
zsysteem=WT'p1+WT'p2+"'+WT'pn waarbij mr

is het totaal van de puntmassa’s

C
voorbeeld /"
Het voorbeeld hierboven met m, = 2, ,/
mg=4en mc=6 geeft: J
6 ’ V4
2-2-(0)+4.(%)+5-(9)-( 2
12 \0 12 \0 12 \9 3
> ®
A 7 B




7.58

7.59

7.60

7.61
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afstand tussen twee punten

zwaartepunt

7.

— = — — —_— — 1 1 A
. OZ =0A + AM + MZ en AM +MZ=EAB+§MC

—_ = 1— 1—=, .
. OZ = OA +5AB +3MC (uit 1)

) . L [ =-gt 2t
Gegeven zijn de bewegingsvergelijkingen 6
yt)=2t*-t

Bereken in twee decimalen de afstand tussen de punten mett=1ent =2

omdat{ x(1)=-2+2= 1€e {x(z)———+8 6§
()—2-1=1 (2)=8-2=6

2
geldt voor de afstand \/ 6——16> +(6-1)%>=6,95

—

—_— —
Gegeven A, Ben C met de vectoren OA, OB en OC

—

_— L = =
Druk het zwaartepunt Z (of OZ) uit in OA, OB en OC.
Noem M het midden van AB (zie figuur)

Maak gebruik van MZ : ZC = 1 : 2 (zwaartepunt) B
M

|
NP

zwaartepunt

Gegeven zijn de punten A(1, 4), B(8, 17) en C(6, —6)

Bereken het zwaartepunt Z van driehoek ABC.

voor het zwaartepunt Z geldt x; = %(XA +Xg+Xc)en y;= %(yA +Yg+Yc)
dus x; = %(1+ 8+6)=5en y,= %(4+ 17+-6) = 5 dus Z(5, 5)

of

met behulp van vectoren ?=%<<1> + <187> + (_66)) =%<ig) = (g) dus Z(5, 5)

zwaartepunt bij verschillende massa’s

Gegeven zijn de punten A(—4, 2), B(8, 12), C(7,-9) en D(1, —2). Deze punten hebben
respectievelijk de massa’s 2, 5,8 en 3

Bereken het zwaartepunt Z van vierhoek ABCD

Totale massais2+5+8+3=18.

(2. (-4),5 (8,8 (7),3 (1)\_1 (o1 o1 -14
z‘(ls <2>+18 (12>+1s (—9>+1s (-2)) 18 (—14>d“52 (18’ 18)
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cirkels
B twee vergelijkingen van een cirkel
m middelpuntsvergelijking van cirkel met M(a, b) en straal r: (x — a)*> + (y - b)* = r*
ga na dat hier sprake is van een verschuiving a naar rechts en b omhoog van de
cirkel x2 +y?=r?
voorbeeld: M(4, 8) en r= V34 isc;: (x-4)*+(y - 8)* = 34
m vergelijking cirkel x2+ax+y?+bx+c=0bijv. c;: x? - 8x+y* - 16x+46=0
kwadraat afsplitsen van x? - 8x +y? - 16x + 46 = 0 levert
(x-4)*-16+(y-8)°-64+46=0dus (x—4)*+(y-8)> =34
m transformaties ga na dat hier sprake is van een verschuiving 4 naar rechts en 8
omhoog van de cirkel x>+ y? =34
m parametervoorstelling van cirkel met vergelijking x*+y?=r?is
P(t) = {X(t) - c?s(t) (cirkel met straal r en middelpunt (0, 0))
y(t)=r-sin(t)
x(t) = cos(t)

m bewegingsvergelijking eenheidscirkel {y(t) ~ sin(d)

m parametervoorstelling van een cirkel met vergelijking (x —a)?+ (y - b)* = r?is
x(t) =a+rcos(t) N x(t) a cos(t)\ .
_ . ook te schrijven als = ( ) +r< . > cirkel
{y(t)—b+rsm(t) <y(t)> b sin(t)
met straal r en middelpunt (a, b)
M snijpunten berekenen

m van lijn / en cirkel ¢ herleid / op x of y en substitueerin c
voorbeeld
snijpunt bepalenvan (x - 1)+ (y-2)*=25eny+x=4
¥y =—x+ 4 substitueren levert (x — 1)2+ (- x +2)?= 25
x*>-3x-10=0dusx=—-2enx=5
invullenin /levert (-2, 6) en (5, 1)

® gana:x=-2enx=5nietinvullenin de cirkel

m van twee cirkels ¢; en ¢, herleid de twee cirkels op x* +
voorbeeld
x?+y?=10en (x+5)%+(y-5)*=40
herleiden op x* +? levert x>+ y?=10en x*+ y?=-10x + 10y — 10
dus 10 = -10x + 10y - 10 dus y = x + 2 (dit is de lijn door de snijpunten)
x?+y?=10snijden met y = x + 2 levert
x2+(x+2)*=10
dus 2x? +4x - 6 = 0 en dit oplossen
levert $,(1, 3) en S,(-3,-1)

y

’
.
e y=X+2

]
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7.62 transformaties
Gegeven zijn f(x) = x2, g(x) = 3x + 4, h(x) = 2%, p(x) = sin(x) en c: x* + y? = 10
- Geef de vergelijkingen van de beelden bij onderstaande afbeeldingen:
2 naar rechts én 3 omhoog verschuiven of vermenigvuldigd ten opzichte van de
x-as met 4 of vermenigvuldigd ten opzichte van de y-as met 5

T(Z, 3) Vx-as,4 Vy—as,S
2
fix)=x? y=(x-2)°+3 y=4x? y=<%x)
1
i} =30y ; y=4-(3x+4)= y=3-(gx) +4=
gx)=3x+4 | y=3(x-2)+4+3=3x+1 s 16 5o
5
hix) =2 y=26713 y=4-2" y=269
p(x) = sin(x) y=sin(x-2)+3 y=4-sin(x) y=sin(%x)
2 2
x2+y*=10 (x-2)2+(y-3)2=10 (%x) +y?=10 x2+(%y) —10

7.63 vier verschillende notaties van cirkels
c:(x-1)%+(y+2)*=8ency: x> +y? - 4x+6y=20enc;: M(2,-9)enr=7
x(t) =2+ 7 cos(t)
\y(t) = -1+ 7 sin(t)
- Schrijf elke cirkel ook in de drie andere vormen.
x(t) = 1+ V8cos(t)
y(t) =-2+ V8sin(t)
x(t) = 2 + v33cos(t)
Y(t) =-3+V33sin(t)
Xx(t) =2+ 7 cos(t)
y(t)=-9+7sin(t)

c1:x2—2x+y2+4y= 3;M(1,-2)enr=8; {
Co: (x=2)2+(y+3)2=33;M(2,-3) en r= V33; {

C3: (x=2)2+ (y+9)2 = 49; x> + y? - 4x + 18y = -36; {
Ca (X =22+ (y+1)>=49; x> +y* - 4x+2y=44; M(2,-1)enr=7

7.64 cirkel en lijn én cirkel en cirkel snijden
- Bereken de snijpunten van c,: (x - 1)?+ (y - 6)> =50 en I: %x - %y =il

2
ci:(x=1)2+(y-6)2=50en: y= %x— 2 substitutie levert c;: (x — 1) + (%x— 2- 6) =50

dus c1:x2—2x+1+%x2—8x+64= 50 dus c;: 1%x2—10x+ 15=0dusc;: x*-8x+12=0

dus snijpunten A(2, -1) en B(6, 1)
- Bereken de snijpunten: c;: (x - 1)+ (y - 6)> =50 en c,: (x = 5)* + (y + 2)* =10
Herleid op x2 + y? levert c;: x* +y? = 2x+ 12y + 13 en ¢,: X2 + y? = 10x — 4y — 19 dus

2x+12y+13=10x-4y-19dus 16y =8x-32dus .y = %x— 2 op deze lijn liggen de

snijpunten, dus deze lijn snijden met c;:(x - 1)* + (y - 6)% = 50 geeft A(2,—1) en B(6, 1) (zie
eerste onderdeel)
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cirkels vervolg

M raken stellingen
m raaklijnstelling raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal naar het raakpunt
® raaklijn van twee rakende cirkels staat loodrecht op de verbindingslijn van de
middelpunten van die twee cirkels
® als vanuit een punt P buiten de cirkel twee raaklijnen aan die cirkel getrokken
worden, dan zijn de afstanden van punt P tot de twee raakpunten gelijk
M vergelijking van een raaklijn opstellen alleen richting is gegeven
B met discriminant D=0
voorbeeld

m x?+y? =25 enrichtingscoéfficiént raaklijn is édus raaklijn wordt y = %x+q

eliminatie levert x2 + (%x+q> =25dus 25X2+ 4qx+q -25=0

raken dus D = 0 dus (%q)z - 25 -(g*-25)=0dus —64q2 + 25(6)0 0
dusq——ofq——E
conclusie raaklijn: y = ZX+ 6% ofy= %x - 6%
Bl vergelijking van een raaklijn opstellen raakpunt R op de cirkel is gegeven
m raaklijn loodrecht op straal y
voorbeeld &
m x?+y? =13 en raakpunt R(2, 3) op de cirkel ¢
richting straal is H = % en richting raaklijn is —% 9
dusrl.:y= —%x +bdoor (2, 3) levertrl.: y = —%x+ 5%
M vergelijking van een raaklijn /opstellen punt P buiten de cirkel is gegeven
methode 1:
m stel vergelijking passende hulpcirkel op met middelpunt P en straal PS
voorbeeld: p
mc:x2+y?=10en P(-5, 5) v
(raakpunt S op cirkel c) 3
OP = /50, straal OS = v10 en SP= 40
(Pythagoras in AOPS, met £S = 90°) > -
passende cirkel met middelpunt P en straal SP:
(x+5)*+(y-5)*=40

(x+5)%+ (y - 5)* = 40 snijden met x? + y? =10

levert x —y + 2 = 0 (de lijn waar de raakpunten op liggen)

x?+y?=10snijden metx—y+ 2=0levert S;(1, 3) en S5(-3,-1)
5-3

rc. raaklijn, = Ee-1-"3 door S1(1, 3) levertrl.:y = ——x+ 3§

1
rc. raaklijn, = % = —g =-3door $;(-3,-1) levertrl.: y = -3x - 10



7.65
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7.67
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raaklijnstelling
Gegeven is cirkel met M(5, 12) en r = 4 en punt P(-1, —3) buiten de cirkel.
Lijn / door P raakt de cirkel in R.

- Bereken de lengte van lijnstuk PR.
Driehoek MPR is rechthoekig met rechte hoek in R (want
raaklijn en straal staan loodrecht op elkaar), R
dus MP* = PR* + MR?
Omdat MP? = 6% + 15°= 261 en r = 4 geldt 261 = 16 + MR?
Dus MR? = 245 dus MR = v/245

[0] X
P/

raaklijn met gegeven richting

Gegeven is cirkel ¢ : (x - 1)2+ (y — 2)? = 10. Lijn / met rc. is —3 raakt cirkel c.
- Stel de vergelijking op van de raaklijn I.

Straal r loodrecht op / door M(1, 2) heeft richting%

dus vergelijking r: y = %x+ 1%

ry= %x+ 1% snijden met ¢ :(x — 1)2+ (y - 2)2 =10 levert S;(=2, 1) en S,(4, 3)

I:y=—3x+ b door S;(-2, 1) levert |: y =—3x—5
I:y=—3x+ b door S,(4, 3) levert |: y =—3x+ 15

raaklijn door gegeven punt op de cirkel

Gegeven is cirkel ¢ : (x +1)2+ (y — 2)® = 5. Lijn I raakt de cirkel in punt R(1, 3).
- Stel de vergelijking op van de raaklijn I.

Straal door R(1, 3) en M(—1, 2) heeft richting % Raaklijn / heeft richting —2.

l: y =—=2x+ b door R(1, 3) levert |: y = —2x+5

raaklijn door gegeven punt buiten de cirkel (met hulpcirkel)
Gegeven is cirkel ¢ : (x - 1)?+ (y - 2)% = 10. Lijn / door P(6, —3) raakt cin R.
- Stel de vergelijking op van de raaklijn I.
MP =50, MR = v/10 dus PR = v40 (Pythagoras)

hulpcirkel met middelpunt P en straal V40

(x = 6)?+ (y + 3)* = 40 snijden met
(x-1)?+(y-2)*=10
x?+y?=12x-6y-5enx*+y*=2x+4y+5dus
12x-6y—-5=2x+4y+5 geefty=x-1
c:(x=1)*+(y-2)*=10snijden mety =x-1
levert R,(0, —1) en R,(4, 3)

rc is —% door Ry(0, —1) levert raaklijn I,: y = —%x -1

rc;is —3 door R,(4, 3) levert raaklijn /,: y = —3x +15
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cirkels vervolg

B vergelijking van een raaklijn [ opstellen punt P buiten de cirkel is gegeven vervolg
methode 2:

axy +byy-c

Vot o (k is raaklijn)

m gebruik afstandsformule r=d(M, k) =

voorbeeld:

c:x*+y*=10en P(-5, 5) (en raakpunt S op cirkel c)

cirkel met M(0, 0) en r=+v10

raaklijn k: y = px + g door P(-5, 5) levert k: 5==5p+qdus q=5p +5
raaklijn k: y = px + (5p+5) dus px—y + (5p + 5) =

_|0XM+bJ/M C |PXM J/M (5P 5)|

d(M,k) —| 5 ‘ 1 met r = d(M,k) =v10 en M(0, 0)
Va?+b®
-5p-5
dus P =10 kwadrateren geeft

|p-0—0
|

25p2 + 50p +25 10

il ey

1 krulsllngsvermemgvuldlgen 25p2+50p+25=10p*+10
p*+

dus 15p% +50p+15=0 dus 3p>+10p+3=0

abc-formule levert p = —% enp=-3

conclusie: raaklijnen zijn y = —%x+ 3% eny=-3x-10
methode 3:

B met de discriminant gebruik D=0
voorbeeld:
x*+y?=10en P(0,-8) op de y-as
lijn door Pmet rc. = p en q = -8 geeft raaklijn [ y = px—8
y=px—8enx?+y?=10levert x>+ (px - 8)> =10
dus x?+p>x* - 16px +54 =0
raken dus één oplossing dus D=0 met a =1+ p? b=-16p, c = 54
dus (-16p)* -4 - (1 +p?) - 54 =0dus 40p* =216

rc. raaklijnis p =% 5% dusl.l’zzp=’_r\/5%-x—8

methode 4:
m gebruik meetkunde
voorbeeld:

x*+y?=9en P(0,-6) op de y-as

rc. raaklijnis v3 dusl:y=v3-x-6
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7.69 raaklijn door gegeven punt buiten de cirkel (met afstandsformule)
Gegeven is cirkel ¢ :(x - 1)? + (y - 2) = 10. Lijn k door P(6, —3) raakt cin R.
- Stel de vergelijking op van de raaklijn k.
axy +byy—c
Va®+b?
raaklijn k: y = px+ g door P(6, —3) geeft -3 =6p+qdusqg=—3—6p
dusy=px—3—6pdus—px+y+3+6p=0 en M(1,?2)

gebruik d(M, k) =

_|p-x+y+3+6p| |-p- 1+2+3+6p|

5p+5
Invullen levert r = d(M, k) —| p

|
o || eprer | et

|5p+5|=1p?+(-1)*V10 = 1/10p> + 10 kwadrateren geeft 25p° + 50p + 25 = 10p> + 10 dus
3p2+10p+3=0

i=\/ﬁdus

abc-formule geeft p = —% enp=-3

rcg is —% door P(6, —3) levert raaklijn k: y = —%x— 1

rcy is —3 door P(6, —3) levert raaklijn k: y = —3x + 15

7.70 raaklijn door gegeven punt buiten de cirkel (met D = 0)
Gegeven is cirkel c: x> +y? = 1. Lijn | door P(0, 2) raakt ciin R.
- Stel de vergelijking op van de raaklijn I.
Lijn / door P(0, 2) is I: y = px + 2, cen | snijden levert ¢ :x* + (px + 2)* = 1 dus
X2+ p°x>+4px+4=1dus (1+p?)x*+4px+3=0
Eén snijpunt, dus D =0dus (4p)>-4- (1 +p?)-3=0dusp’=3dusp=+V3
Dusl:y=v3-x+2 of Ly=-V3-x+2

7.71 raaklijn door gegeven punt buiten de cirkel (met meetkunde)
Gegeven is cirkel ¢ :(x — 1)? + (y — 2)2 = 4. Lijn I door P(1, —2) raakt cin R.
- Stel de vergelijking op van de raaklijn I.

MP =4, MR = 2 dus PR = V12 (Pythagoras) dus tan(£MPR) = = -

2
2V3

N

Dus voor de raaklijn geldt r.c. = tan() =¥ =3 dus
l.y=V3-x+pofy=-v3-x+q

P(1,-2) levert l;: y=+v3 -x-2-V3

P(1,-2) levertl:y=-v3 -x-2++3
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hoofdzaken

driehoeken
M stelling van Pythagoras als AABC een rechte hoek C heeft, dan geldt a2+ b? = c?

_BC

M sin(o) = %en cos(oc)—A—Ben tan(oc)—AB

T AC
b c

B cosinusregel c2=a?+b? - 2ab cos(y) en sinusregel —2— = =
& ) & sin(a) sin(B) sin(y)

M zijn congruent als geldt 777, HZH, ZHZ, ZHH of ZZR

M zijn gelijkvormig als geldt hh, zhz, zzz of zzr

B hoeken van 45°, 45° en 90° = de zijden verhouden zich als 1: 1: v2
H hoeken van 30°, 60° en 90° = de zijden verhouden zichals 1:2: V3

B oppervlakte driehoek is gelijk aan %x basis x hoogte of% x zijde b x zijde ¢ X sino.

B stelling van Thales als in AABC geldt £C =90° dan ligt C op de cirkel met middellijn AB

vier speciale lijnen in een driehoek

B hoogtelijn gaat vanuit een hoekpunt loodrecht naar de tegenoverliggende zijde

B zwaartelijn gaat vanuit een hoekpunt naar het midden van de tegenoverliggende zijde
H middelloodlijn van AB s de lijn die door midden van AB gaat en loodrecht op AB staat
B deellijn of bissectrice van ZA is de lijn die ZA in twee even grote hoeken deelt

vier typen vergelijkingen van rechte lijnen
B y=ax+b rc.=aensnijpunty-asis (0, b), loodrechte lijn isy = —%x+ c

- Nen (< —py= is (P
B px+qy=c door (0, q> en (p’ O), loodrecht op gx — py = d, normaalvector is <q)

1

M rx+sy=1 door (O; %) en (7; 0), loodrecht op lijn sx—ry =t

M (y—-v)=a(x—h) rc=aen gaat door (h, V)

hoeken tussen lijnen
B hoek o tussen lijn I: y = ax + b en x-as berekenen met o = tan™*(a)

- Z-b X, Xp+Vg-
M hoek ¢ tussen richtingsvectoren @ en b berekenen met cos(o) = lf} |b£| =| 2 |f| |)£::| Yol
al - al -

M loodrecht product van de richtingscoéfficiénten is —1 of inproduct a - b=X, - Xp+Ya-Yp=0

afstanden lengte van kortste verbindingslijnstuk tussen twee meetkundige figuren
axp+byp-c

Va?+b?

Ml afstand punt tot lijn of lijn tot lijn te berekenen met loodlijn en met d(P,k) =

W afstand punt tot cirkel te berekenen met Pythagoras en straal
MW afstand lijn tot cirkel te berekenen met loodlijn op lijn / door M
M afstand cirkel tot cirkel te berekenen met d(M,P)— stralen cirkels
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7.72 denkactiviteit zwaartepunt
Gegeven is een veelhoek ABCDEFGH. Deze veelhoek is ontstaan door uit vierkant ABCD met
zijde 4, het vierkant HGFE met zijde 2 weg te laten. Hierbij liggen E en H beide op AD met
AH = DE.
Om het zwaartepunt van deze veelhoek te vinden, kan de veelhoek bijvoorbeeld worden
verdeeld in drie rechthoeken die vervolgens worden opgevat als drie puntmassa’s. Het
zwaartepunt van de drie puntmassa’s valt dan samen met het zwaartepunt van de
veelhoek.

- Teken in de figuur met behulp van vectoren de plaats van het zwaartepunt van de veelhoek.

Licht je werkwijze toe

eerste methode:

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen): gebied verdelen in drie
rechthoeken met gelijke oppervlakte. Puntmassa’s aangeven. Kies O zoals in de tekening.
Zijden van vierkant ABCD zijn 4.

Tekenen van de vectoren ti, vV en w van O naar het midden van elke rechthoek (de

puntmassa).
©
Wat noteer je / oplossing
Tekening met de drie rechthoeken, de vectoren u, v en
w (van O naar het midden van elke rechthoek).
Gebruik gewogen vectoren.
Het zwaartepunt Z is getekend met %V+%U+%VT/ A B

tweede methode:

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen): gebied verdelen in drie
rechthoeken met ongelijke oppervlakte. Puntmassa’s aangeven. Kies O zoals in de tekening.
Zijden van vierkant ABCD zijn 4.

Tekenen van de vectoren U, V en w van O naar het midden van elke rechthoek.

Kentallen bepalen met behulp van de tekening. Gebruik gewogen vectoren.

Wat noteer je / oplossing

1 1
W= <(3)), U= <1;> env= <_1l) (zie figuur)

2 2

De oppervlakten verhouden zich als 4 : 1 : 1, dus het

zwaartepunt is het eindpunt van %W+%H +%V

Het zwaartepunt Z berekenen met

1 1 1
4 1. 1. _4 (3), 1 1 (2
66" 676 (0>+6 <1—;>+6 <—1—;>‘<03>

Het zwaartepunt Z tekenen met behulp van de kentallen.
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hoofdzaken vervolg

vectoren
B een vector heeft een lengte en een richting

M als G) = <Z) +k<5) dan wordt de vergelijking: —gx + py = ¢

B inproduct van vectorendenb isd-b=dl - |b| - cosaend-b=x,-x, +Ya' Vb

G-b _Xa Xo+Ya'Yb
B hoek tussen vectoren berekenen met cos¢ = == z

lal -6l lal -1l

bewegingsvergelijking

x(t) = fit) x(t) =3 sin(t)
| {y(t) _ g0t bijv. eIhpsE{ ()= 5 cos(D)

® snijpunt x-as y(t) = g(t) = 0 en snijpunt y-as x(t) =f(t) =0
® horizontale raaklijn y'(t) = 0 én x'(t) # 0 en verticale raaklijn als x'(t) =0 en y'(t) 0
m keerpunt als x'(t) = 0 én tegelijkertijd y'(t) = 0

B zichzelf snijden meestal verband met een tweede opvallende eigenschap

t
M plaatsvector horend bij een punt Pis 3(t) = CEti)

"(t (t
B bewegingsrichting r.C.;aiijn aan kromme = ;‘(it; of V(t) = ())/(’Et;>

(t
B vectoriéle snelheid of snelheidsvector V(t) = CEJ) (is een vector)
m baansnelheid |v(t)| = \/(x'(t))? + (y'(t))? (is geen vector, maar getal, snelheid)

"(t)

M baanversnelling is de grootte van de versnelling in de richting van de snelheid, de uitkomst

C'(ﬂ) . C"(ﬂ)
v(t)-a(t) _ () "/ _

VOl o)+ (/1)

x"(t
M vectoriéle versnelling of versnellingsvector d(t) = <,V ( )>

is een getal, in formulevorm a,(t) =

asymptoten
M horizontale asymptoot y=bals Itm Xx(t) =tcoen Itm y(t) =

H verticale asymptoot x =aals Itl_r;r; x(t)=aen !‘m Y(t) = oo

M perforatie (g, b) als x(t) of y(t) niet bestaan voort =g en It[)r; x(t)=aen Itm y(t) =
zwaartepunt Z of evenwichtspunt in driehoek snijpunt van de drie zwaartelijnen

B het zwaartepunt Z verdeelt elke zwaartelijn in de verhouding 1 : 2

M voor Zin AABC geldt x; = %(XA+x3+xC) en y,= %(yA+yB +yc)ofZ= %(Cﬂ@ OB + O_C))
B voor een systeem van puntmassa’s my, m,, .., mn in de punten Py, P,, ..., P, geldt:

F4 =g +ﬂ.” + +ﬂ-” waarbij myis het totaal van de puntmassa’s
systeem_mT P1 mr pat .. mr Pn | mr p
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7.73 denkactiviteit twee vierkanten tegen een driehoek
Voor p > 0 en g > 0 is gegeven driehoek OAB met O(0, 0), A(p, q) en B(2, 0). Tegen de zijden
OA en AB liggen de vierkanten OAEF en ABCD. Deze vierkanten liggen buiten driehoek OAB.
Het midden van lijnstuk OB is punt M.
Er geldt: 0D = (ZC)ZZq)

- Toon dit aan.

Analyse (onderstreep, schets, deelvragen,
vergelijkingen): toon een gegeven
uitdrukking aan, dus gebruik grafische
rekenmachine is niet toegestaan.

of -

Kernwoord is vierkant, dus 0 M B(2,0) =

zijden loodrecht op elkaar. Ga na dat

— = —
OD = OA +AD gevraagd wordt. En ga na
welke zijden/vectoren uit te drukken zijn in p en gq.

Wat noteer je / oplossing

OA = (p) en OF = (_q) want OA en OF staan loodrecht op elkaar

9 p
B (2N (PN (27PN cosrdi .
AB = <0> (q> = < -q ) coordinaten van B zijn gegeven
AD = (Zﬁp) want AB en AD staan loodrecht op elkaar.

o= == == p q _ p+q
conclusie: OD = OA +AD = <q> 4 (Z—p) = (2 —p+q)

= (P49
Verder geldt: OF = <p+q)

- Toon aan dat lijn MA loodrecht staat op lijn ED.
Analyse (onderstreep, schets, deelvragen, vergelijkingen. MA en ED worden genoemd,
druk MA en ED uit in p en q. Maak gebruik van de gegeven vectoren. Loodrecht, dus

inproduct = 0

Wat noteer je / oplossing

B(2, 0) dus M(1, 0) (zie ook de figuur) en MA = MO + OA = (‘1) . (P) _ (—1+P)

0 q q
— — = [(ptq p+q _ 2q
ED—EO+OD—<_p_q>+<2_p+q)—(2_2p>

— -1+p 2q
Inproduct MA en ED = a ) a2 =-2q+2pq+29-2pq=0

. —> g .
conclusie: vectoren MA en ED staan loodrecht op elkaar want inproduct = 0.
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hoofdzaken vervolg

cirkels
B middelpuntsvergelijking van cirkel met M(a, b) en straal r: (x - a)* + (y — b)? = r?
M vergelijking cirkel x> +ax+y?+bx+c=0
B parametervoorstelling van een cirkel met vergelijking (x - a)> + (y - b)* = r?is
x(t)=a+rcos(t)
{y(t) =b+rsin(t)

snijpunten berekenen
M van lijn / en cirkel ¢ herleid / op x of y en substitueer in ¢ (x of y invullen in /, niet in ¢)
B van twee cirkels ¢; en ¢, herleid beide cirkels op x* +y? (levert lijn door de snijpunten)

raaklijnstelling
M raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de straal naar het raakpunt

vergelijking van een raaklijn opstellen
M als alleen richting is gegeven met discriminant D=0
M als raakpunt R op de cirkel is gegeven raaklijn loodrecht op straal
M als punt P buiten de cirkel is gegeven
B methode 1: stel vergelijking passende hulpcirkel op met middelpunt P en straal PR
(met Ris raakpunt)
axy +byy-c

Va?+b?

m methode 2: gebruik afstandsformule r=d(M,k) =

‘ (k is raaklijn)

B methode 3: met de discriminant gebruik D=0
B methode 4: gebruik meetkunde

ingeschreven cirkel en omgeschreven cirkel
M ingeschreven cirkel de zijden van de driehoek raken de cirkel
B middelpunt van de ingeschreven cirkel ligt op het snijpunt van de deellijnen
B omgeschreven cirkel de hoekpunten van de driehoek liggen op de cirkel
® middelpunt van de omgeschreven cirkel ligt op het snijpunt van de middelloodlijnen
B van een rechthoekige driehoek is het midden van de schuine zijde het middelpunt van de
omgeschreven cirkel (Thales)
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7.74 denkactiviteit raakcirkel en raaklijnen
Gegeven zijn de cirkels c;: x> +y* = 9 en ¢,: (x—15)* + y* = 144.
Cirkel c; met middelpunt op de positieve y-as raakt beide cirkels c; en c;.
- Stel een vergelijking op van c;.

eerste methode:

Analyse: noem het middelpunt van c3 bijv. M, dan M op y-as dus x,; = 0. Raakt beide cirkels,
dus d(M, ¢;) =d(M, ¢5)

Wat noteer je / oplossing

Neem c; = M(0,a) dan geldt straal c; = MF = a — 3, dus geldt ook: MN =g —3

MP =V a?+152 (Stelling Pythagoras in driehoek OPM)
MN=MP-12=Va*+15>-12 en MN=a—3 dus
a-3=Va’+15*-12dusa+9=Va?+152dus (a+9)>=a’*+15%dus

a’+18a+81=a’+225dusa=8endusstraal ;G=MF=g—-3=8-3=5.
conclusie: ¢3: x> + (y - 8)* = 25

tweede methode:

Analyse: noem het middelpunt van c3 bijv. M. Driehoek MOP is rechthoekig: Pythagoras.
Noem d(M, ¢;) =d(M, c;) =r

Wat noteer je / oplossing

OM=3+renOP=3+12=15en MP=12 +r

Driehoek MOP is rechthoekig, dus geldt (r+3)? + 152 = (r + 12)?

Dus r®+6r+9+225=r>+24r+ 144 dus 18r=90dusr=5 en M (0, 8)

conclusie: c3: x2 + (y - 8)? = 25
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denkactiviteiten

M bij ingewikkelde opgaven spelen meerdere stappen een rol.

M ga niet meteen rekenen maar analyseer het probleem met een aantal stappen (zie
hieronder).

stappenplan bij het oplossen van een complexe opgave
verdeel de oplossing van het probleem in de volgende stappen
M analyse
o lees de hele opgave door
m noteer of onderstreep de gegevens die van belang zijn
B maak een schets een analyse figuur
m zet gegevens uit de opgave in de schets
m vul de schets aan
m gebruik getallenvoorbeelden om de situatie duidelijk te krijgen
B deelvragen stellen en beantwoorden welke onderliggende deelvragen kun je stellen
bij de eindvraag en in welke volgorde los je dit op
m bedenk welk wiskundige oplossingen passen bij de vraag (zie ook de hoofdzaken)
denk aan
m schets
m vergelijking opstellen en oplossen
m formule herschrijven naar andere vorm
m waarde van parameter uitrekenen of waarde van x uitrekenen
m welke rekenregels passen bij het probleem, welke regels kun je gebruiken?
m abstraheer van getallenvoorbeeld naar algemene oplossing met variabele
m rekening houden met een combinatie van vergelijkingen/grafieken
houd bij de theorie van dit hoofdstuk speciaal rekening met
m lijnen / vectoren
m kop-staart methode
m hoeken en loodrecht
m inproduct
m afstandsformule
m parametervoorstellingen: richting, keerpunten, snelheid, asymptoten ...
m vergelijking cirkels, snijpunten en raaklijnen
m zwaartepunt
B de oplossing wat noteer je
m schets/tekening
m oplossing met alle stappen
B controle en conclusie als je het antwoord hebt, lees nogmaals de vraag, controleer
m heb je de tussenberekeningen goed opgeschreven?
m heb je antwoord gegeven op de vraag?
m is het antwoord logisch?
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7.75 denkactiviteit raakcirkel en raaklijnen
Gegeven zijn de cirkels cy: x>+ y* = 9 en ¢,: (x—15)* + y* = 144.
De cirkels c; en ¢, hebben drie gemeenschappelijke raaklijnen.
- Stel van elk van deze gemeenschappelijke raaklijnen een vergelijking op.

eerste methode met gelijkvormige driehoeken
Analyse: door de verticale raaklijn x = 3 ontstaan twee gelijkvormige driehoeken. Noem
snijpunt met x-as bijvoorbeeld S(—k, 0). Gebruik gelijkvormigheid.

Wat noteer je / oplossing
Een gemeenschappelijke raaklijn heeft als vergelijking x = 3
De andere twee raaklijnen snijden de x-as in het punt S(k, 0)
Er ontstaan twee gelijkvormige driehoeken

ASOQ en ASPR met schuine zijden respectievelijk k en
k+ 15 en overstaande zijden respectievelijk 3 en 12,

k _k+15
dus geldt: 35 1

raaklijn door S(—k, 0)is y=a(x+5)
Richtingscoéfficiént bepalen met
tan(ss)=o0 =30 _ 2

sQ ,/52_32= 4

Conclusie: vergelijkingen zijn x =3, y = %(x +5)en

dus 12k = 3k + 45, dus k=5 dus

y= —%(x +5)

tweede methode met behulp van afstand punt raaklijn is gelijk aan de straal

Analyse: gemeenschappelijke verticale raaklijn heeft als vergelijking x = 3
De andere raaklijnen hebben vergelijking y = ax + b oftewel ax—y + b =0
Deze lijnen raken c; en ¢, dus moet gelden d(M, raaklijn) = straal

Wat noteer je / oplossing

Twee raaklijnen hebben vergelijking y = ax + b oftewel ax—y + b =0

jox-y+bl__ 1y
Va*+1 Va’+1
|ax -y +b| _|15a+bl
Va?+1  Va*+1

¢1: 0(0,0) invullen in =3dus \/F+1=%Ib|

¢»: P(15,0) invullen in =12 dus \/F+1=1—12|15a+b| dus

%Ibl =1—12|15a+b| dus 4 - |bl =115a + bl dus 4b = +(15a + b) dus b = 5a of b=-3a
_ . q [bl _ [-3al _ 2 _ 2 .
b=-3a invullenin =3 levert =3 dus 9a“ =9(a“ + 1), dus geen oplossing
a’+1 a’+1
el 2 s e 2E s e 2502=9(a2+1),dusa=i%
a’+1 a’+1

Raaklijny=ax+bena=i%enb=Sa

conclusie: vergelijkingen zijnx=3 en y = %x+% eny = —%x = %
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Grafische rekenmachine Texas Instruments (TI-84 Plus T of
TI-84 Plus CE-T)

VAARDIGHEDEN in dit hoofdstuk worden de vaardigheden met de grafische rekenmachines
TI-84 behandeld waarnaar verwezen wordt in de hoofdstukken 1 tot en met 7.

schoonmaken scherm
M CLEAR

schoonmaken geheugen
B MEM (2nd +) om het geheugen leeg te maken en alle instellingen in de standaardvorm te
zetten
M Reset
m ENTER
m 1:All Memory of AllRam vervolgens ENTER
M 2:Reset
m ENTER

schermcontrast herstellen
B 2nd één keer indrukken
H a donkerder
m v lichter

getallen opslaan in het lettergeheugen

B STO om het laatst berekende getal op te slaan
m ALPHA A (ALPHA MATH) of ALPHA B t/m Z gebruiken als geheugen vervolgens ENTER
m oproepen van het opgeslagen getal door ALPHA A (of B t/m Z)

verbeteren van gemaakte fouten

B CLEAR de laatste regel wordt verwijderd (mits ENTER nog niet is ingetypt), anders wordt het
scherm schoongemaakt

B DEL ga met de pijltjes naar het teken dat verwijderd moet worden, DEL verwijdert het teken
onder de cursor

M INS (2nd DEL) ga met de pijltjes naar de plaats waarvoor een teken ingevoegd moet worden
en vervolgens INS

MATH de menu-knop waaronder veel wiskunde bewerkingen te vinden zijn

aantal decimalen instellen

Il MODE

B FLOAT 0123456789 standaard staat de instelling op FLOAT, wil je de uitkomst altijd bijv. op
2 decimalen nauwkeurig ga dan met de cursor op 2 staan en vervolgens ENTER
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8.2

8.3
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schermcontrast

- Het schermvoorbeeld is met contrast op 4 (de nummering van het o &
Arasd & 3+3723=5
contrast verschijnt bij het instellen in de rechter bovenhoek ven het sl 1EEZ4 TS

AnE=lasC3r laald
scherm). ;

da i bedL
L

uitkomsten opslaan
3

_ .2
Gegevenisa=3b>-5b+Vbenb= C_i en c=3d"-5d

5
Gebruik voor onderstaande berekeningen het lettergeheugen van de rekenmachine.

a Bereken a in twee decimalen nauwkeurig als c = 1,3
b Bepaal a in drie decimalen nauwkeurig als d = -2

Bereken eerst b en sla b op met behulp van STO ALPHA A L E“_l_- 3=1: 372200
1,35
(zie schermafbeelding). . - JST2972573
Fis
Bc-c¥, .. , - JIT2972ITI
Let op b = ————— bij een breuk de teller en noemer altijd tussen - Lo A e
(5-0 L T1.574353048

haakjes invoeren.

Voer in de formule van a ALPHA A in voor b
Conclusie:a=-1,57 alsc=1,3

. . T S I W T T i) M FAk |
b Een —getal altijd tussen haakjes invoeren ] CIaCLap 5L
. . . 16.89219613 19. 7337813
(zie schermafbeelding), — invoeren als (-) Azl Anz B
. _ _ 16. 83215013 15, Fasarald
Conclusie: a =22957,626 als d = -2 ] TEE =SR] ()
- 2T « B2

aantal decimalen instellen

y=x-0.2x+5

a Bepaaly als x =0, x = 1 en x = 2 geef de uitkomsten in twee decimalen nauwkeurig.
b Bepaaly als x = 4,5 geef de uitkomsten in drie decimalen nauwkeurig.
a VoerinY;=X"1,3-0,2X+5

- MODE
- gamet de cursortoetsen naar FLOAT 0123456789 kies 2

CHRhiLL f
- alle antwoorden worden nu in twee decimalen gegeven '=E:EI”" o
b Conclusie: y =11,166 (stel MODE FLOAT 01234..in op 3) ook (T AT ST
aan het einde van de berekening instelling weer op FLOAT
T
terugzetten - e
15T L0
- — i fag
O P 5, BE
et | 1Ere
11. 166 e 140
nER
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examenstand
M de grafische rekenmachine is tijdens het examen alleen toegestaan met examenstand
m kijk op www.examenblad.nl voor de laatste info
m inschakelen examenstand zet de rekenmachine uit [2nd] [off] druk [+], [ENTER]
tegelijk in en vervolgens [on]

m info over examenstand kijk op site van Texas Instruments
www.education.ti.com

logaritme herschrijven om in te voeren in grafische rekenmachine hoofdstuk 3
M invoeren logaritmen®log(b) voer in als log(b,a) of als log ..., = log,(b) of
log(b)

log(a)

herschrijf logaritme tot grondtal 10 dus “log(b) =

graden of radialen instellen hoofdstuk 4

B MODE

M Radian Degree met de cursorknoppen 4 P naar de gewenste plaats
B ENTER

breuken hoofdstuk 1

M intypen van breuken bijv. 2% intypen als (2+3:5) ENTER
H MATH
m 1: p Frac van decimale breuk naar gewone breuk
m 2: P Dec van gewone breuk naar decimale breuk

absolute waarde intypen HATH CFX FEE
B MATH EI_‘:IL.II’H:H'
B NUM 1:abs E. {“"‘artf

bv 3|2x -1 +5 intypen als 3abs(2x — 1) +5 E

tabel
B formule invoeren enkele belangrijke knoppen
m Y= om de vergelijking van de functie in te voeren of om meerdere functies in te
voeren; gebruik X,T,©,n om variabele in te voeren
m TABLE (2nd GRAPH) voor het tabel scherm van de ingevoerde functies
m TBLSET (2nd WINDOW) om startwaarde en stapgrootte (ATbl) van de tabel in te
voeren
m gebruik A ¥ omdoor tabel te lopen



8.4

8.5

8.6

8.7

toelichting

logaritmen

a Bereken de uitkomst van ?log(3) + 3 - 2log(5) in twee decimalen

nauwkeurig.
b Plot de grafiek van y = 0,5 - *log(x - 2) + 1
a Typeinals log(3)/log(2)+3 - log(5)/log(2)
of log(3,2) + 3 - log(5,2) of log,(3)+ 3 x log,(5)
dus *log(3) + 3 - 2log(5) = 8,55
b Typein als y=.5 - log(x—2)/log(2)+1
of y=0,5xlog(x—2,2)+1 of 0,5 X log,(x - 2,2)

FloEL FlatE Flafd

' Bl S Lo -2
loglis+]

“Wam

'y } =

=

Wig=

LY EE

203

Loyl 20 Jovild] 2 1408 Lol S b~ L
B STATAA THG
lowl T.d1edulomi 5. 3}
e =Lt -
]

Herschrijf onderstaande opgaven tot één breuk met behulp van de grafische rekenmachine.

breuk
SERNS 2. 3_
a 4+5— c 19 5
2
1_
2_3_ 7o
b 1§—§— d ;—
5

Zie schermafbeeldingen om te zien hoe de opgave ingetypt wordt.
Om het decimale getal te herschrijven tot breuk kies:

- MATH

- 1:pFrag

- ENTER
3.1_19

275720
2 3_28

b 13-5=25
2 3_11

¢ 15°515
z (1+3)

g o U"9) 5
27,2 18
45 (“5)

absolute waarde
- Plot de grafiek vany =3 -2 - |x* - 4|

L U -] Cl+2,93=375
. 250 622
Aris kFrac HrE FFirac
19728 ZE 45
Ll #2790 B850 [N BT R Ty
s s 2T D
HrE FFirac ArE FFFac
11515 518
L |

Er zijn knikpunten als x* -4 =0, dus als x =2 of als x =2

tabel

- Plot een tabel met startwaarde 0,6 en stapgrootte 0,1 voor
y =x>— 2 x en onderzoek met behulp van de tabel wat de

minimale waarde voor y is.
zie scherm
het minimum is y =—1 voor x = 1

Tk =Labia L =40
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FUNCTIES hoofdstukken 2,3,4,5en6

grafiek plotten
B formule invoeren enkele belangrijke knoppen
m Y= om de vergelijking van de functie in te voeren; gebruik X,T,©,n om variabele in te
voeren
m cursor voor Y= en op ENTER drukken (zie voorbeeld)
geeft steeds een andere mogelijkheid om de

EEREE] CLONT SLS5 AFH, BANIEA HE fi
FILE & SHIIE

Fiedl Fid wii
ol Blemi¥-2, 2}

grafiek te plotten (kleur, lijndikte, gestippeld, i
bewegend punt, arcering boven of onder de it
grafiek) N

W cursor op de = bij Y=gaan staan, ENTER, zet de
functie op non-actief waardoor functie niet geplot wordt en niet in de tabel
komt; handeling herhalen maakt functie weer actief
B GRAPH om de grafiek te tekenen
m grafiek verschijnt niet wel ‘dim miss match’ zet dan bij STAT PLOT (2nd Y=) alles
op off
B WINDOW om de maten van het scherm in te stellen
m TRACE om over de functie te lopen met de cursorknoppen 4 »
wisselen van functie met de cursorpijl a of w
M verticale lijn plotten
B TRACE met de cursorknoppen 4 P naar de gewenste plaats
m DRAW (2nd PRGM)
m 4:Vertical
H ENTER de lijn wordt geplot
m lijn weer verwijderen met DRAW (2nd PRGM) 1:ClrDraw
B ZOOM om grafiek te vergroten of te verkleinen of
m 0:ZoomFit geeft de hele grafiek bij gekozen domein
B 1:ZBox maak een rechthoek om het stuk dat op het scherm moet verschijnen. Met de
cursor op een hoekpunt gaan staan, ENTER, met de cursor diagonaal naar het
volgende hoekpunt, ENTER

grafiek met een parameter plotten zie hoofdstuk 2
M formule invoeren bij Y= met behulp van enkele waarden tussen { }
m Y= {1,2,3}x hierdoor worden y = x, y = 2x en y = 3x ingevoerd

antwoord van grafiekscherm gebruiken in basisscherm wordt in het geheugen van de
grafische rekenmachine opgeslagen

B QUIT (2nd MODE) om vanuit grafiekenscherm naar basisscherm terug te keren

B X (ALPHA STO) en ENTER geeft de waarde van de x-codrdinaat

B Y (ALPHA 1) en ENTER geeft de waarde van de y-codrdinaat

B ANS (2nd (-)) geeft laatste uitkomst van grafiekscherm
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weergave grafiek in de plot
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Hieronder de 7 verschillende mogelijkheden om de grafiek weer te geven.
De weergave gebruikt voor Y, is de standaard weergave.
De weergave bij Y5 en Y wordt puntsgewijs in beeld gebracht (als een film).

Flell Flet Fletd
Wit B 22

KE] FFetES IVES IRTTHS

WINDOW en Zoombox

TR T=1H /

KEd VED

pEES ey b1 Ry D ey ]

Ti=L¥ ra
KEd VED
TEE E"L=N

£

REl FebAEY IVES 7 WIE]

a Teken de grafiek van y = 0,2x*> — 2x + 1 in een WINDOW [-5,5] x [-10,10]
b Vergroot het stuk grafiek van het rechtermaximum met behulp van een zoombox uit en

bepaal het minimum.

3 THN0
e =1
BMEE= S
X l=]
Rt e L5
WamEM=1E
Wacl=]
wras=l

FEFDEY
= o]

iZoom In
22 Zoom Dt
42 Slecimal
i S iare
51 S5t A ard
FETF1E

grafiek met parameter
y=ax*+2x+1

TIE IR F=THe] |
/

Kza Y21

~/

/ =il

HI:? BT 08k |VE -3 EREENT

- Plot de grafieken voora =-2,-1,1,2 en 3

Metl FleiZ Fledd
WS 110203
O 2k
wias=
wilp=
Wiy =
Ly'pm
wifge

Tti\?s‘?iﬁjﬂﬂﬂ
N

L

i
KE-L AP0 IVE =& FUOET]

ML~ -TRel

~ =

—

KEL WITWaRE VE-1 9ih3 bl
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afbeeldingen hoofdstukken 2,3,4en7
B voer functie in bijvoorbeeld bij Y;
B met de cursor naar bijvoorbeeld Y,
M kies VARS en vervolgens
H Y-VARS
® 1:Function 1:Y,; (of ander gewenst nummer)
m ENTER hierdoor wordt Y, gekopieerd op de plaats van de cursor
B afbeeldingen invoeren in onderstaande voorbeelden is Y, ingevoerd met behulp van VARS;
Y-VARS; 1:Function zoals boven beschreven
m verplaatsing a naar rechts voer in Y;(X—a)
m verplaatsing b omhoog voer in Y;+b
m vermenigvuldig met c ten opzichte van de x-as voer in cY;

® vermenigvuldig met d ten opzichte van de y-as voerinY; (%x)
somfunctie of verschilfunctie
M invoeren in onderstaand voorbeeld zijn Y; en Y, ingevoerd met behulp van VARS; Y-VARS;
1:Function zoals boven beschreven
m voer functies in bijvoorbeeld bij Y, enY,
m met de cursor naar bijvoorbeeld Y3
mvoerin Y3=Y+Y,

formules schakelen f(g(x)) hoofdstuk 5
M voer functie fin bijvoorbeeld bij Y;
B voer functie g in bijvoorbeeld bij Y,
B met de cursor naar bijvoorbeeld Y; voer in Y, (Y,) hierdoor wordt f(g(x)) geplot
met behulp van
H Y-VARS
® 1:Function 1:Y, (of ander gewenst nummer)
m ENTER hierdoor wordt Y, gekopieerd op de plaats van de cursor
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8.11 gebruik van VARS
a Teken de grafiek van f(x) = x* + 2x
b De grafiek van f wordt 3 naar rechts verschoven, plot deze grafiek in hetzelfde assenstelsel.
¢ De grafiek van f wordt 1 omlaag verschoven, plot deze grafiek in hetzelfde assenstelsel.
d De grafiek van f wordt met 0,5 vermenigvuldigd ten opzichte van de x-as, plot deze grafiek in
hetzelfde assenstelsel.
a Zieplot functieY;, b zie plot functieY,, c zie plot functieYs, d zie plot functie Y,

el Fleld Fletd TIErNE=3]_ |
St BT '\'l‘ 4 f i
e EY 1 =32 h W oF
waEY1=1 "._ v £
Bl S 4 | ) i
Ve —
Wi -
S K2 1S TRZ9E V2 THETREY
T :'|'.1-| N ThE LR [
% ¥ W\ I/
II'I:Ilt .'l:'l 4| I.'Il,-'
by o
— —
RE=EFRIETY TE-] 9EEEN7 EEl a1 slNE TE] EEMIERE

8.12 verschilfunctie
fix) =—1+log(2x—3)
g(x) = 2log(5~ x)
a Plot de grafiek van f(x)—g(x)
b Losopf(x)—g(x)=1

a De grafieken van fen g zijn in de figuur
hiernaast getekend.

Zie plot Y3 voor de verschilfunctie.

b zie plot van Y3 en Y, voor het snijpunt

) Fletl Fleld Fletd - ||
van de functies i B -1+ 1legdEH-3) T |
conclusie: x = 4,57 v Blaa{S=K11e9 il
[ L

Wl =Yz Vi

iy - ThREr T4 RiEk A

LYEE KEN EERINAT WE] L

8.13 functies schakelen
- Plot de grafiek van y als functie van x met behulp van VARS Y-VARS
y=4u2—5u+1 en u=2x-1
Zie schermvoorbeeld voor invoer.

Fletl Fletd Fleid TIENTTI=571+1 i
S B2H-1 L
] - R R | 1 |
N3 \ f
g, U iy ¥
YYo=
Wi -
Ry FE
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punten, nulpunten, snijpunten en extremen bepalen
oY=
B WINDOW verdeling op assen aanpassen
B CALC (2nd TRACE) maak een keuze uit
M 1:value om codrdinaten te bepalen
m ENTER
m type gewenste x-waarde in
m ENTER en de y-waarde wordt op scherm zichtbaar
M 2:zero, 3:minimum of 4:maximum kies wat berekend moet worden
m ENTER
m Left Bound? kies waarde voor variabele links van vermoedelijk nulpunt of
extreem (door getal in te typen of met de cursorknoppen 4 p)
= ENTER
m Right Bound? kies waarde voor variabele rechts van vermoedelijk nulpunt of
extreem
m ENTER
m Guess? kies eventueel een startwaarde tussen de left en right bound-grenzen
m ENTER

snijpunten bepalen hiermee los je grafisch de vergelijkingen op
B Y= voer de twee formules in waarvan de snijpunten bepaald moeten worden
B WINDOW verdeling op assen aanpassen zodat snijpunt zichtbaar is op het scherm
B GRAPH snijpunt moet zichtbaar zijn op scherm
B CALC (2nd TRACE)
W 5:intersect
m ENTER
W First curve?
m ENTER
H Second curve?
m ENTER
m Guess? kies waarde in de buurt van snijpunt (door getal in te typen of met de cursor-
knoppen 4 p)
H ENTER
B Intersection geeft snijpunt
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8.14 functiewaarde, nulpunt, extreme waarde, snijpunt

Gegeven zijn de functies f(x) = 4x*>—2x en g(x) =5x+2

Plot de grafieken van y, = 4x> —2x en y,=5x+2

Bepaal f(1,8) met behulp van VALUE.

Bepaal het nulpunt van de grafiek van g met behulp van zero.

Bepaal het maximum van de grafiek van f.

Bepaal het meest rechter snijpunt van f en g met behulp van de plot en intersect.
zie plot bij b

S ¥ M Q N T Q

Kies in het grafiekenscherm

CALC (2nd TRACE) T -
1:value fL
ENTER L~/

type 1,8 in _,a-_s"'i
ENTER geeft f(1,8) = 19,728 anl  lenow
nulpunt x =-0,4
CALC (2nd TRACE)
2:zero

ENTER

ga met de cursorpijl a of w naar de juiste grafiek [ =

N

Left Bound? (geef waarde links van nulpunt) .a_;"r

Right Bound? (geef waarde rechts van nulpunt)
Guess -
ENTER geeft Zero (-0,4, 0)

d maximum is y = 0,54 voor x = —0,41
CALC (2nd TRACE)
4:maximum
ENTER i
ga met de cursorpijl a of w naar de juiste grafiek ]

Left Bound? (geef waarde links van max) Idn
Right Bound? (geef waarde rechts van max)
Guess
ENTER geeft maximum (-0,41;0,54))
e snijpuntis (1,44; 9,24)
pas het WINDOW zo aan dat dit snijpunt in de plot te zien is

Ml
RE= wild%rE IVE EusEiint

CALC (2nd TRACE)
5:intersect ]
ENTER ,u'l_ -~
First curve? ga met de cursor naar een punt dicht bij dit snijpunt ﬁ_{--:,-f
Second curve? ga met de cursor naar een punt dicht bij dit snijpunt T T 4

KXl IVER JAF ek

Guess el Wart
ENTER geeft snijpunt (1,44; 9,24)




begrippen en relaties grafische rekenmachine Texas Instruments (TI-84 Plus T of TI-84 Plus CE-T) 210

vergelijking oplossen
verschillende manieren van vraagstelling
B bereken het exacte antwoord, los algebraisch op de grafische rekenmachine mag alleen ter
controle gebruikt worden
m geef een exact antwoord eventueel met een wortel of breuk
dus bv. V3, mwof ein het antwoord laten staan, niet benaderen
m controleer antwoord
door
m antwoord in te vullen in de vergelijking of
m grafieken te plotten of antwoord te controleren met de tabel van de grafische
rekenmachine
H los op, benader het antwoord, bereken, los grafisch op de grafische rekenmachine mag
worden gebruikt om het antwoord te vinden
verschillende mogelijkheden
B los grafisch op gebruik de grafische rekenmachine: voer rechterlid van de vergelijking
bijvoorbeeld in als Y, en linkerlid als Y,
m plot grafieken
m CALC (2nd TRACE)
m 5:intersect etc. zie snijpunten bepalen
m tabel kijk in de grafiek waar het snijpunt ongeveer ligt,
m TBLSET (2nd WINDOW) kies handige startwaarde en stapgrootte (ATbl)
m TABLE (2nd GRAPH) voor het tabel scherm van de ingevoerde functies
m gebruik & w om door tabel te lopen
m bepaal tussen welke twee waarden het antwoord ligt
m neem de kleinste waarde als nieuwe startwaarde en neem ATbl kleiner

(bv. 0,1), etc.
= solver T el |
= MATH AT O
m MATH-menu B:Solver ke
m ENTER
Eie—3

m vergelijkingen invoeren ]
= ENTER !
m SOLVE (ALPHA ENTER) kies evt. eerst bij X= een startwaarde in de buurt van

oplossing

m X= hier is de oplossing af te lezen die het dichtst bij gegeven startwaarde ligt
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vergelijking oplossen meerdere manieren
a Maak een plot van de grafieken van f(x)=x*>—2x+5 en g(x)=2x-5

b
c
d
a

o

kies de assen zo dat het snijpunt en de toppen te zien zijn.

211

Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van de grafiek.

Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van de tabel.

Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van SOLVE.

Voer in Y;=X"3-2X+5 en Y,=2X-5

kies WINDOW bijvoorbeeld [-5,5]x[-20,20]
Snijpunt is (2,8; —10,5)

Kies in grafiekenscherm CALC (2nd TRACE)
2:intersect

ENTER

First curve?

Second curve?

Guess

ENTER geeft snijpunt (—2,8;-10,5)

R IVE-10 E31RY

In de tabel stapgrootte 1 is te zien dat het snijpunt ligt tussen x =—-3 en x =-2

(tot en met —3 ligt de grafiek van Y; onder de grafiek van Y, en vanaf -2 ligt de grafiek van Y;

boven de grafiek van Y,)

Insluiten: maak een nieuwe tabel met startwaarde —3 en stapgrootte 0,1

het snijpunt ligt tussen x=-2,8 en x =-2,7

Maak een nieuwe tabel met startwaarde —2,8 en stapgrootte 0,01

Conclusie: snijpunt is afgerond op één decimaal nauwkeurig (-2,8; —10,5)

& W W W
S| -iie || -1F -1
] -1 -1} 10,8
“3 “i8 '*I “10.8
i | |2 343
1 f -k 11
i u a1

mE==5

Met behulp van SOLVE

X —2x+5=2x-5

MATH

B:Solver

ENTER (het linkerscherm moet nu verschijnen met als kop
EQUATION SOLVER

(is dit niet zo, ga dan met de cursorpijl a naar dit scherm en
verwijder de vergelijking die er al staat met CLEAR)
ENTER

SOLVE (ALPHA ENTER) geeft x =—2,8

Invulleniny =2x-5=-10,5

Conclusie: snijpunt is (—2,8; —10,5)

. | ¥4 W3
ye e LN ]
- e
t00 | S| ek
: “aiE '||'E:
T §E -1 % | ~1¢

% | ~toom | ~1em

e 5

EEREE VLT SE AEAL BANIEA FP u
[T [0 Dasiw i o Cinl:

EERHEY FLOET SRTS ACAL BANIEA HF

SLA DR O rebie u

| I BeEe -5

s ¥m-R.TeAAI TAMBETR
tazisnid® [ 1039 . LG9
Ll Shy &
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asymptoten
B horizontale asymptoot y = a als de y-waarde naar een vast getal a gaat voor steeds grotere
of juist steeds kleinere negatievere x-waarde
grafiekscherm om asymptoot te vinden
m Y= voer formule in
B WINDOW verdeling op assen aanpassen
® GRAPH om asymptoten na te gaan
m TRACE onderzoek of de grafiek horizontaal gaat lopen aan de rechter- of linkerkant en
gebruik TRACE om te kijken naar welke y-waarde a
tabel om asymptoot te vinden
m TBLSET (2nd WINDOW), tabelgegevens aanpassen (ATbl groot nemen, bv. 50)
m TABLE 2nd GRAPH, gebruik a w om door tabel te lopen
m onderzoek of de y-waarde naar een vaste waarde gaat als x heel groot wordt
(bv. 1000, 2000) of als x heel klein wordt (bv. — 1000, — 2000)
B grafieken met een horizontale asymptooty = a

bijvoorbeeld
ax -7
X+4

m gebroken functies y =

m exponentiéle functies y=0,5-e* " +aq
H grafieken met een verticale asymptoot met vergelijking x = b
bijvoorbeeld

4x-7

x-b

m logaritmische functies als het argument (deel tussen haakjes achter de log) = 0,
bv. y=5In(x-b)+4

m gebroken functies als de noemer (onderkant breuk) =0, bv. y =

tabel
m controleer je vermoeden bij de asymptoot geeft de tabel ERROR aan bij Y
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asymptoten
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Bepaal indien van toepassing de horizontale en verticale asymptoten van de volgende

functies.

h(x) =3+ 37
4500

1+3-27%

5x
7+4 =

n(x) =3 +2log(5 - x)

k(x) =

m(x) =

a Zie voor invoer van de formules de plot.
Het domein van his R, dus er is geen
verticale asymptoot;

zie plot en tabel van Y,

De horizontale asymptoot is y = 3
Het domein van k is R dus er is geen
verticale asymptoot.

Kies WINDOW groot genoeg
bijvoorbeeld

[-20,20]x[-1000,5000]

zie plot en tabel van Y,: er zijn twee
horizontale asymptoten namelijk

*etl Fleta et
S BT -2
1:E'13EIEI-"'-.!I1" t.a

~.-' E_"i-l:ﬁ{il
. Hhﬂ'F]-:rEl':."E- R |

L=

TR0~ * 4
\ - T
1 2] R
' ]
e, 5 {0 ¥
tl’h ¥
i
tLd -
an 5
REC EEREANE Vil dabEdl nE =i
T ="l.‘"ll"'-"'|'."="|-t'__! - * W
S STE| if -7
S5 i!.égc
I
£ i
jon hE-'.r-
L0 00
£ 1o 1]
Bl 420343 f-.-:a-.-- i ne =1

y=4500en y =0 (de y-waarde wordt 1E-27 = 0,00000...)

Het domein van m is x # 4 (tabel geeft hier ERROR), de verticale asymptoot is x = 4

zie plot en tabel van Ys. In de tabel is te zien dat voor hele grote x de y-waarde naar 2 gaat:

de horizontale asymptoot is y = 2.

TIEFEE =R |54 L*.E | . Wi
r 1 T [
— ! Hask' _;I'.l.lu £0173
———— 3 [
- E |3 Loy | 19759
- ) |y fhos | 18433
I,-" i i bl | 1890
e E BOETid Ived ESniass Vi=ERRIE S =R

zie plot en tabel van Y,: er is geen horizontale asymptoot

Het domein van m is x < 5 (tabel geeft bij x = 5 ERROR), de verticale asymptoot is x = 5

ThEEe T T =00 laBTh
—_—
R
-\.
i
L
KEh Miedsad Vi BEREIR] ]
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afgeleide functie plotten hoofdstuk 5

M Y= voer de formule van de functie in bv. bij Y;

B ga met cursor naar bv. Y, en voer hier de afgeleide functie in of kies
u MATH

m 8:nDeriv( vervolgens ENTER di[()] -.. verschijnt

m kies VARS en vervolgens Y-VARS, 1:Function 1:Y, (of ander gewenst nummer)
en op de ontbrekende plaatsen x zodaterY, = %(Yl)h:x (=f'(x)) ontstaat

B GRAPH de grafiek en de grafiek van de afgeleide functie worden geplot

raaklijn tekenen en de vergelijking bepalen
B Y= voer de formule van de functie in bv. bij Y;
Il GRAPH
m DRAW (2nd PRGM)
m 5:Tangent( en vervolgens ENTER
W X=... tikin grafiekscherm getal in van de x-codrdinaat en vervolgens ENTER
m raaklijn wordt getekend en vergelijking is op scherm zichtbaar

richtingscoéfficiént van de raaklijn bepalen
M Y= voer de formule van de functie in bij bijv Y;
eerste manier
B GRAPH
m CALC (2nd TRACE)
m 6:dy/dx en vervolgens ENTER
m X=... tikin grafiekscherm getal in van de x-coérdinaat en ENTER
m richtingscoéfficiént wordt gegeven als dy/dx =
tweede manier: zie ook raaklijn tekenen en de vergelijking bepalen
B GRAPH zie ook raaklijn tekenen en de vergelijking bepalen
®m DRAW (2nd PRGM) vervolgens 5:Tangent(
m X=... tik in grafiekscherm getal in van de x-codrdinaat en vervolgens ENTER
m raaklijn wordt getekend en vergelijking is op scherm zichtbaar
derde manier: zie ook afgeleide plotten
B ga met cursor naar bijv. Y, kies
B MATH kies 8:nDeriv(vervolgens ENTER, VARS, Y-VARS

B Yy = (e =10

m TABLE in de tabel zijn nu de richtingscoéfficiénten bij Y, af te lezen
B groeisnelheid voort=a
m richtingscoéfficiént = afgeleide waarde f'(a) van de raaklijn in punt mett=a

toenamediagram

B Y= voer de formule van de functie in bij bv. Y,

M Y=Y;-Y,(X—a) bepaalt de tabel voor het toenamediagram met stapgrootte a
(Y1 invoeren met behulp van VARS; Y-VARS; 1:Function)
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afgeleide functie
Gegeven is de grafiek van g(x) = 3x? + 5x - %
Plot de grafiek van de afgeleide functie.
Benader met behulp van de grafische rekenmachine de helling in x = —2.
Benader met behulp van de grafische rekenmachine de raaklijn aan de grafiek van g in x = -2

functie invoeren y;,=3x"2+5x —3/x

L N T Q

afgeleide functie invoeren y, = %(Ylnx:x kies

MATH
8:nDeriv m '.'1:l.=:-c‘.:-$;:-:.:ls- __."'
ENTER R e RN 3

U] A . & i
VARS Y-VARS W= 7
1:Function N |
ENTER N == —
1:Y,

TLEnbaraTy L S0 L
ENTER Fi -
b hellingis—6,25 )
in grafiekenscherm van g a_,-f*"
CALC (2nd TRACE) oot . S
6:dy/dx
ENTER \ T/
type in—2 ENTER o SE S
de helling: dy/dx =—6,25 ——t—
¢ raaklijn y=-6,25x—9 I|'

in grafiekenscherm van g L st ©
DRAW (2nd PRGM) :
5:TANGENT gevolgd door ENTER AN / /
type in—2 ENTER S /
de raaklijn en de vergelijking van de raaklijn verschijnen nu in b I"r
het venster, afgerond: y=-6,25x—-9 — 1 H.“..; 3 ,,;". e

toenamediagram
Gegeven is de functie f(x) = 0,5x* — 2x + 1 op het interval [0,8]

a Bepaal met de grafische rekenmachine de tabel voor het toenamediagram met
stapgrootte Ax =1

b Bepaal met de grafische rekenmachine de tabel voor het toenamediagram met
stapgrootte Ax = 0,5

a VoerinY;=0,5x"2—-2x+1 en Y,=Y;-Y;(x—1) met behulp van VARS; Y-VARS

b VoerinY;=Y;—Y;(x—.5)

Fletd Fletd Fledd
S Bl S22 1

W2 AV =Y (=12 7 S : :
sify sl =hy (=, 53 i A e I, :
/e ¢ |l |H fr | -hee |
Wil - 5 r 1E i H
e ] ]
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sommatie
M berekenen van een sommatie met behulp van

sum(seq(formule,x,eerste waarde van x, laatse waarde van x, stapgrootte))

kies
m LIST 2nd STAT, MATH, nr 5: sum(
m kies MATH
m LIST 2nd STAT
m kies OPS (bij LIST)
| kies seq( OPS, nr 5: seq( en dan ENTER

B dan achtereenvolgens: formule, x, eerste waarde van x, laatse waarde van x,

stapgrootte))
m variabele met knop X,T,0,n

Riemannsom is een toepassing van een sommatie zie H6

voorbeeld

benader oppervlakte onder grafiek van de functie 14

f(x) = sin(x) op interval [0, 7] neem 0,1 als breedte e

van de deelintervallen
M LIST 2nd STAT; /

hN

B ga naar rechts en kies MATH
B LIST 2nd STAT;

M kies OPS

M ga naar rechts en kies seq( OPS, nr5:seq( en dan ENTER

o 0,1 0,2 0,3

..... n-0,1 7w

B dan achtereenvolgens: functie - deelinterval-breedte, variabele, linkergrens (start),

rechtergrens (end), deelinterval-breedte (step)

H variabele met knop X,T,0,n
dus sum( seq(sin(x) - 0,1, x, 0.05, =—0.05, 0.1) levert
ongeveer 2,0

Bemr:gamdiom, i
W dmizle
-]
el - R 20
mbaer 1
Pastw

sumlseqisinlElE,

5:;:: . 05 m—, 85 .
1.999568366
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8.19 sommatie
12
a Bereken Y 0,1x?
k=0

12
b Bereken Y (5x - 2)
k=3

12
a Y01x2=0,1-0+0,1-1°+0,1-2*+..+0,1-12%=
k=0

sl sea] , 1852 K

sum(seq(0,1x%x0,12,1)) = 65 D129 1)
65

12 sUMl SenlSH-2,. ., 3
b Z(5X—2)=(5-3—2)+(5~4—2)+..,+(5-3—12)= v 122 123 55
k=3 bl

sum(seq(5x - 2,x,3,12,1)) = 355

8.20 oppervlakte benaderen met Riemannsom

Gegeven is de functie f(x) = —x2 + 2x

a Benader de oppervlakte van het gebied onder de grafiek op het interval [0, 2] met behulp van
een Riemannsom, gebruik 0,2 als breedte van de deelintervallen.

b Benader de oppervlakte van het gebied onder de grafiek op het interval [0, 2] met behulp van
een Riemannsom, gebruik 0, 1 als breedte van de deelintervallen.

¢ Schrijf de oppervlakte als integraal

a Stapgrootte is 0,2. Dus de rechthoekjes hebben een breedte van 0,2 (zie linker figuur).
Als bij het midden van elk rechthoekje de functiewaarde bepaald wordt dan wordt er
gevraagd naar de som van f(0,1) - 0,2 + f(0,3)- 0,2 +f(0,5) - 0,2 +... + f(1,9) x0,2 = sum(seq(
(-x%+2x)-0.2,x,0.1,1.9,0.2)) = 1,34

b Stapgrootte is 0,1. Dus de rechthoekjes hebben een breedte LMl sl { N R
van 0,1 (zie rechter figuur). Als bij het midden van elk rechthoekje |} %" 2:8r 151,592
de functiewaarde bepaald wordt dan wordt er gevraagd naar de AT PR L As =4

] oy

somvanf{0,05) 0,1+ f{0,15) 0,1 +£(0,25)- 0,1 +...+f(1,95)- 0,1 = |*FsL-5r. @5 1
sum(seq((-x?+ 2x) - 0.1,x,0.05,1.95,0.1)) = 1,335

0,1 0,3 1,7 1,9, X 05 1,85 %
2 2

2
c opperviakte = [(-x?+2x)dx = 1,3333
0

hoe kleiner de stapgrootte hoe beter de benadering van de echte oppervlakte 'l "

(de integraal)
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b
integreren [ f(x)dx
a

218

eerste manier via het grafiekenscherm mﬂ
B met behulp van CALC %I :E;?nun
m Y = voer de functie in bij Y = E' T:f;ﬂ;g;t
® GRAPH plot de grafiek met de juiste vensterinstellingen %I#Eﬁd}:
(WINDOW)
® CALC-menu 7: [f(x)dx /
® x-waarden van linkergrens x = a en rechtergrens x = b /
intikken _11_: =
m betreffende oppervlakte wordt gearceerd en berekend !:!;wﬂu pihites

opmerking: oppervlakte onder x-as wordt negatief gerekend
m oppervlakte verwijderen met DRAW- menu 1: ClrDraw

tweede manier
B met behulp van MATH
B MATH menu 9: fnint(

[ .I(-u)d... verschijnt op het scherm
b
] J(f(x))dx betekent de integraal
! van f(x) met variabele x en
grenzenaenb

Jn T FRE|

AR [_[:-f]..-:-:
Eh g LT L ESAEEEEET
i@ Ay
&3 mleri vl
FPH Tk €
iSolver.

L

LLEA] e 11771t
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toelichting

oppervlakte en inhoud benaderen

f(x) =x? en Vis het gebied ingesloten door de grafiek
van fende lijn y = 4x

a Bepaal de opperviakte van gebied V
b V wordt gewenteld om de x-as. Bepaal de inhoud.
a Bepaal de snijpunten (0,0) en (4, 16)

4 4
oppervlakte = [4xdx - [ x*dx =
0 0

eerste manier

grafiekenscherm met behulp van 2ND CALC 5:J flx)dx
4

J4xdx =32 (let op dat je op de juiste grafiek staat)
0

4
| x?dx = 21,333
0

conclusie: gevraagde oppervlakte is 32 -21,3333=10,67

tweede manier

(4x - x?)dx =~ 10,67.

@5

Maak een nieuwe functie y = 4x - x? (zie plots)
grafiekenscherm met behulp van 2ND CALC S:Jf(x)dx

(4x - x?)dx = 10,67

S p

conclusie: gevraagde oppervlakte is 10,67
derde manier

(4x - x*)dx =~ 10,67

&

4 4
inhoud = 1t (4x)%dx - e[ (x2)*dx =
0 0
bijv. plot y = (4x)% - (x?)? (zie schermafbeeldingen)
4 4 4 .
[ @x)?dx - ] () dx = (4% - (x2)*)dx =
0 0 0

136,5333 - 1t (zie plots)

conclusie: gevraagde inhoud is 136,5333 - ©~ 428,93

219

.
i
Pl
- i
Mo ol S
o L LT
=5 & | fr=id

- B
FREANNEIR. AR FIAF

Fisll Fiall Fietd
b bt T
Wi m
YeBYE—"Y4
e b |

Yg=

'-II'IE_

Ly P

Flbizle GEEEET

Flell Mokl Plet)
Y=g

Wi e
MyEV 2 tE
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g=
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parametervoorstelling invoeren zie ook H4 bewegingsformule, Lissajous, cirkelbeweging

m MODE
1 End Fiell FielE Field
= Par BLIFNEGTHY “HirBsintTy
X, = ot LK Wap Boos (2T
1T FIL SER -
mY=en LET WHpp =
Yir= STNIL Ygrm
i WA ET =
HORTZ  §-T Yygm

1T cLnck (ORI | |- s
snelheid zie H4 - :

B snelheid van P((x(t), y(t)) op tijdstip t

m berekenen met v(t) = /(x'(t)) + ('())* en tinvullen

B zichtbaar maken op grafische rekenmachine
B MODE en Dot levert een stippellijn waarbij een grotere afstand tussen de stippen
naar een grotere snelheid verwijst, met Tstep (WINDOW) stapafstand instellen

LI ENni ElgsT"3 g2t L T Okl

LIFHEEZEY S Frin=0

e by e sTn . Triasc=t, 2831853,

B Tater=,

CANRECTERD mﬂu 1 T
uL . Fim

avhe ﬁna;i.q:?
HORIS &=T e 1 E— $C =

SET ok ERFREITFEEIT | shmtil v | min= =2

helling of richting van de raaklijn

d
M helling berekenen met Y =)i,
dx x

m 2nd CALC in grafiekenscherm (zie scherm) t = ... invoeren geeft gevraagde waarde van

de helling
M verticale raaklijn als x'(t)=0 en y'(t)=0 zie bv. 8.22d | :a £ :
| L
B MODE Func 5: lﬂ:-"'l:ﬂ.-
B Y; voer de functie x(t) in bij Y, #idxrdt
B MATH kies 8:nDeriv( vervolgens ENTER, VARS, Y-VARS
d .
u Y2 = &(Y1)|x=x =X (t)
m Y, =0 oplossen met bv. ZERO of Solver geeft gevraagde :.-"_?
t-waarde I.'_'f.r‘l
| t- waarde invullen in x(t) P I

M horizontale raaklijn als y'(t)=0en x'(t) #0
m voer de functie y(t) in bij Y, verder hetzelfde als verticale raaklijn,
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8.22 parametervoorstelling

. 1 1 Flsll Flall Flell
X(t)=2+35|n(§n<t—g>) };rg..*"ﬁlll',fﬂ:'
Gegeven is de kromme K 1 te [-3,3] . ",“’* 5eos T
y(t)=1+2cos(sm t—— 162

a Benader het snijpunt met de x-as in één dec:maal nauwkeurig. {: i

b Bepaal de hellingen in het snijpunt met de x-as.

¢ Bepaal de vergelijkingen van één van de raaklijnen in het snijpunt il H:
met de x-as. . -

d Bepaal de punten met een verticale raaklijn. e -

e Bepaal het punt met een horizontale raaklijn. £=1 Y=l 6RETIA |

f Maak de snelheid zichtbaar in de plot.

a y=0dus benadereersty(t) =1+ 2 cos(%n(t - %)) =0 dus s _,H‘?‘ LBo06E00{
t=-1,833333 of t = 2,166667 i)
(Om deze waarden zonder afronding in de berekeningen te firs +E=] = BaSdead0
kunnen gebruiken, ga na bijv. t = 2,166... gevonden te hebben . RELES St
naar basisscherm, kies 2nd ANS en STO ALPHA A (zie ook opg 8.2)
om getal op te slaan onder A). . -
t-waarde invullen met behulp van CALC value ALPHA A geeft (2,0) y s

d - =
b Kies in grafiekenscherm met de kromme CALC en % Voor t bv. ::» -
=1.18a6EE7 =1
ALHPA A en ALPHA B intypen. - -
Elpsd=3giin.. Thpel=Zowil,
t=2,17 geeft helling 0,38 en t =~ —1,83 geeft helling is —0,38
- = e .. -
i r . i 2
-::,;;—E_"'P ~t e
= _,_-;'Hl_r
- . ——t .
L TG R LR | dwddn= - HMS D

¢ Vergelijking van de raaklijn door (2,0) met rcis 0,385 is y = 0,385x — 0,77
Kies om de raaklijn te tekenen in de plot 2nd DRAW en vervolgens 5: Tangent(
d Verticale raaklijn als x'(t) =0 en y'(t)#0.t=-0,83333....0f t = 1,166..
verticale raaklijn in (-1,2) en (5,2)dusx=-1 en x=5

. .. Elpsd=dgiin. . Thpel=Zowil,
e Horizontale raaklijn als y'(t) =0 en x'(t) #0. dus |
t=0,166666... in punt (2,3) dus y = 3. (keerpunt als - - E---""
t=-2,83333.) B -
f Inonderstaande plot is gekozen voor stapgrootte 0,1. Ly ol
Elpsd=dgiin. . Thpel=Zowil,
Elpsd=dgiin. . Thpel=Zowil,
L
¥ : — —_—
=1 o
- -
= Fareenr a2 mnaene f= LEaEE
=3 | =3
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Grafische rekenmachine CASIO

VAARDIGHEDEN in dit hoofdstuk worden de vaardigheden met de grafische rekenmachine
fx-9860G behandeld waarnaar verwezen wordt in de hoofdstukken 1 t/m 7. Voor de Casio fx-CG20

en de Casio-CG50 kun je in de meeste gevallen dezelfde stappenplannen volgen.

examenstand
M dde grafische rekenmachine is tijdens het examen alleen toegestaan met examenstand
m kijk op www.examenblad.nl voor de laatste info

m inschakelen examenstand de rekenmachine staat uit, druk [cos], [7] en [AC/ON]
tegelijk in en houd even vast (de examenstand stopt automatisch na 12 uur)
m info over examenstand kijk op site van CASIO
http://www.casio-educatie.nl/examenstand/

schoonmaken scherm
Il MENU RUN
W AC/"

schoonmaken geheugen
CASIO fx-9860
B MENU MEMORY
m EXE via scherm is alle informatie over het geheugen te zien

schermcontrast herstellen
CASIO fx-9860
Bl MENU SYSTEM
B F1: Contrast contrast met de cursorknoppen 4 P instellen

getallen opslaan in het lettergeheugen

B — om het laatst berekende getal op te slaan
m ALPHA A of ALPHA B t/m Z kunnen gebruikt worden als geheugen
m EXE
m oproepen van het opgeslagen getal door ALPHA A (of B t/m Z)

aantal decimalen instellen
B SET UP (SHIFT MENU)
m Display selecteren gebruik a w
m FIX (F1) om aantal decimalen in te stellen vanaf 0 tot en met 9
B Norm standaard staat de instelling op Norm
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schermcontrast T
contrast instellen (zie scherm) “ . L -

uitkomsten opslaan

_ 2
Gegeven isa=3b3—5b+\/5enb=% en c=3d“-5d

Gebruik voor onderstaande berekeningen het lettergeheugen van de rekenmachine.
a Bereken a in twee decimalen nauwkeurig als ¢ = 1,3.
b Bepaal a in drie decimalen nauwkeurig als d = —2.

Bereken eerst b en sla b op met behulp van — ALPHA B (zie schermafbeelding).

3c-¢?
gbij een breuk de teller en noemer altijd R

(S_C) ' " .. -...

tussen haakjes invoeren. ! -

Letopb=

Voer in de formule van a ALPHA B in voor b -

Conclusie:a=-1,57 alsc=1,3

b Een —getal tussen haakjes invoeren S ] i
(zie schermafbeelding), de — voor een f o
getal invoeren met de toets (-). . et L

Conclusie: a =22957,626 als d = -2

aantal decimalen instellen
y=x"2-0,2x+5
a Bepaaly als x =1 en x = 2 geef de uitkomsten in twee decimalen nauwkeurig.
b Bepaal y als x = 4,5 geef de uitkomsten in drie decimalen nauwkeurig.
a SETUP (SHIFT MENU)
- Display selecteren gebruik a w
- FIX (F1) neem nu 2
- alle antwoorden worden nu in twee

T S Lt
fEmZas rawss--aa-

Y )

| =

decimalen gegeven

= zieschermx=1geefty= 5,80enx=2geeﬁ;y=7,06 — —
b Conclusie: y=11,166 (SET UP DISPLAY FIX (F1) neem nu 3) Ce T e -
Aan het einde van de berekening instelling van de DISPLAY weer ' ' Co

op Norm (F3) terugzetten.
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verbeteren van gemaakte fouten

B DEL ga met de pijltjes naar teken dat verwijderd moet worden, DEL verwijdert teken

M INS (SHIFT DEL) ga met de pijltjes naar de plaats waar teken ingevoegd moet worden en
vervolgens INS

M fout herstellen 4 » gebruiken

logaritme herschrijven om in te voeren in grafische rekenmachine hoofdstuk 3

log(b
M invoeren logaritmen herschrijf logaritme tot grondtal 10 dus “log(b) = Ioiéa;
CASIO fx-9860
B MENU RUN
m OPTN
m CALC (F4)

m logab (F6 vervolgens F4)
m %log(b) bv.3log(6) intypen als logs(6)

graden of radialen instellen hoofdstuk 4
B SET UP (SHIFT MENU)
B ANGLE kies uit RAD (radialen) of Deg (graden)

absolute waarde intypen
B Via SHIFT CATALOG of via OPTN NUMERIC
B Abs bv3|2x-1|+5 intypen als 3Abs(2x — 1) +5

breuken hoofdstuk 1
M intypen van breuken

m Ab/c bv. 2% intypen als 2 Ab/c 3 Ab/c 5 EXE

B F< D van gewone breuk naar decimale breuk en omgekeerd

tabel
Il MENU TABLE
m Y = om de vergelijking van de functie in te voeren of om meerdere functies in te
voeren; gebruik X, 6, T om variabele in te voeren
m SET of RANG (F5) om startwaarde en stapgrootte (Step of Pitch) van de tabel in te
stellen
m TABL (F6)
m gebruik A& w omdoor tabel te lopen
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9.5

9.6

9.7
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logaritmen

a
b
a

Bereken de uitkomst van ?log(3) + 3 - 2log(5) in twee decimalen nauwkeurig.
Plot de grafiek van y = 0,5 - *log(x - 2) + 1
Type in als log(3):log(2)+3x%log(5):log(2)

qus1980) | loB)__

log(2) log(2) . AR
of bij casio 9860 ’ ——ye e -
- OPTN T
- CALC (F4)

- logab (F6 vervolgens F4)
- opgintypen als:
logab(2,3)+3xlogab(2,5) EXE

b Typein als Y=.5xlog(X—2):log2+1
breuk
Herschrijf onderstaande opgaven tot één breuk met behulp van de grafische rekenmachine.
3,1_ 2.3,
3%5° ¢ 195
2
1_
2_3_ T9_
b 15-35= d 2 =
5
Zie schermafbeeldingen om te zien hoe de opgave ingetypt wordt.
Om de breuk tot decimaal getal te herschrijven kies F < D knop - o BT
(zie ook schermafbeelding bij opgave d). L -
3,1_19 23_1 =
3 475720 ¢ 15515 -
2 (142) .
L 12.3_28 g 5 (145) s Co
9 5 45 2 ( 2) 18
4 (4+%
5 5 -
absolute waarde L
- Plot de grafiek vany =3 - 2 - |x? - 4| 7T
Er zijn knikpunten als x* -4 =0, dus als x = 2 of als x =2 .

tabel

Plot een tabel met startwaarde 0,6 en stapgrootte 0,1 voor y = x* — 2x
en onderzoek met behulp van de tabel wat de minimale waarde voor y is.

Zie scherm.

MENU TABLE voer de formule in

SET of RANG (F5) om startwaarde en Taiz e T

stapgrootte (Step of Pitch) van de tabel ST -
in te stellen e

gebruik & w om door tabel te lopen
het minimum is y=-1 voorx=1
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FUNCTIES hoofdstukken 2,3,4en5

grafiek plotten
B MENU GRAPH
m Y = om de vergelijking van de functie in te voeren; gebruik X, 8, T om variabele in te
voeren
W STYLE (F4) geeft vier verschillende mogelijkheden om de grafiek te plotten; lijndikte,
gestippeld (alleen voor casio 9860)
m TYPE (F3) vervolgens F6 geeft mogelijkheid om halfvlak te arceren
mogelijkheid Y<,Y>,Y>,Y<; EXE; daarna formule invoeren
m SEL (F1) met de cursorpijl a of w naarY =; SEL zet de functie op non-actief
waardoor functie niet geplot wordt en niet in de tabel komt; handeling
herhalen maakt functie weer actief
B DRAW (F6) om de grafiek te tekenen;
® V-WINDOW (SHIFT F3) om de maten van het scherm in te stellen; getal invoeren en
daarna EXE
m twee schermen naast elkaar SET UP (SHIFT MENU) Dual Screen: maak keuze uit Off
(F3), 2 grafieken (F1: G+G of GRPh) of grafiek en tabel naast elkaar (F2: GtoT)
m V-Window (SHIFT F4) hier de twee Windows instellen
® TRACE (SHIFT F1) om over de functie te lopen met de cursorknoppen 4 P
wisselen van functie met de cursorpijl a of ¥
M verticale lijn plotten
m TYPE (F3)
m X=C (F4) type gewenste getal in EXE en vervolgens DRAW (F6)
B ZOOM (SHIFT F2) om grafiek te vergroten (F2) of te verkleinen (F3) of
B BOX maak een rechthoek om het stuk dat op het scherm moet verschijnen. Met de
cursor op een hoekpunt gaan staan, EXE, met de cursor diagonaal naar het
volgende hoekpunt, EXE

antwoord van grafiekscherm gebruiken in RUNscherm
B X (ALPHA +) en EXE geeft de waarde van de x-codrdinaat
B Y (ALPHA -) en EXE geeft de waarde van de y-codrdinaat

grafiek met parameter, dynamische functie
Bl MENU DYNA
m formule invoeren voer zelf een formule in en gebruik voor
de paramater een letter met ALPHA ..., met B-In (F5)

kies je een opgeslagen formule, zie scherm
m VAR (F4)
m SEL selecteer de coéfficiént die variabel is (alleen nodig bij meerdere variabelen)

B SET of RANG geef aan tussen welke waarden de coéfficiént loopt

B SET UP (SHIFT MENU); Locus:On EXE zorgt er voor dat alle grafieken in één plot
worden weergegeven

m DYNA (F6) de grafiek of de grafieken worden geplot
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9.8  weergave grafiek in plot
Hieronder de 8 verschillende mogelijkheden om de grafiek weer te geven
de weergave gebruikt voor Y1 is de standaard weergave.

Maak een keuze voor de weergave en type daarna de formule in.
De weergave bij Y1 t/m Y4 wordt een lijn getekend (STYL (F4)).
De weergave bij Y5 t/m Y8 wordt een halfviak getekend (TYPE (F6))

TSI BT I 3

9.9  WINDOW en Zoombox
a Teken de grafiek van y = 0,2x> — 2x + 1 in een WINDOW [-5,5] x [-10,10]

b Vergroot het stuk grafiek van het rechtermaximum met behulp van een zoombox uit en
bepaal het minimum.

a -
. L= -
b = v -
. y I
- [=]
1 —
- - AT
9.10 grafiek met parameter, dynamische functie
y=ax’+2x+1 »2
- Plot de grafieken voora=-2,-1,0,1,2 en 3 B P
T T T e
- e ' 1 - LR
s
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afbeeldingen hoofdstukken 2,3 en 4
B voer functie in bijvoorbeeld bij Y1 gevolgd door EXE
B met de cursor naar bijvoorbeeld Y2
om Y1 op de plaats van de variabele in te voeren
| kies VARS en vervolgens
m GRPH (F4)
mY (F1)
m type gewenste nummer bijvoorbeeld 1 voor Y1
B afbeeldingen invoeren in onderstaande voorbeelden is Y1 ingevoerd met behulp van VARS
GRAPH Y zoals boven beschreven
m verplaatsing a naar rechts voer in Y1 (x—a)
m verplaatsing b omhoog voerinY1+b
H vermenigvuldig met c ten opzichte van de x-as voer in cY1

® vermenigvuldig met d ten opzichte van de y-as voerinY1 = %X

somfunctie of verschilfunctie
M invoeren in onderstaand voorbeeld zijn Y1 en Y2 ingevoerd met behulp van VARS GRAPH Y
zoals boven beschreven
m voer functies in bijvoorbeeld bij Y1 en Y2
® met de cursor naar bijvoorbeeld Y3
mvoerin Y3=Y1+Y2

formules schakelen f(g(x))
B voer functie in bijvoorbeeld bij Y1
B met de cursor naar bijvoorbeeld Y2
Bl voer de formule van Y2 in door in plaats van de variabele x steeds Y1 te kiezen
met behulp van
m VARS
m GRPH (F4)
mY (F1)
| type gewenste nummer bijvoorbeeld 1 voor Y1 (herhaal dit voor elke x-waarde)
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9.11 gebruik van VARS
a Teken de grafiek van f(x) = x* + 2x
b De grafiek van f wordt 3 naar rechts verschoven, plot deze grafiek in hetzelfde assenstelsel.
¢ De grafiek van f wordt 1 omlaag verschoven, plot deze grafiek in hetzelfde assenstelsel.
d De grafiek van f wordt met 0,5 vermenigvuldigd ten opzichte van de x-as, plot deze grafiek in
hetzelfde assenstelsel.
a zie plot functieY1 b zie plot functie Y2 c zie plot functie Y3 d zie plot functie Y4

& T
§
-~ d =~ r
S - 5
s é.- 'il-a_-ﬂ'
3 - R L NNt TTR )
9.12 verschilfunctie <

fix) =—1+log(2x—3)
g(x) =2log(5~ x)
a Plot de grafiek van f(x) — g(x).
b Losopf(x)—g(x)=1.
¢ De grafieken van fen g zijn in de figuur

hiernaast getekend.

| Y

Zie plot Y3 voor de verschilfunctie.

d Zie plot voor het snijpunt van de functies Y3 en Y4

conclusie: x = 4,57

9.13 functies schakelen
- Plot de grafiek van y als functie van x met behulp van VARS Y-VARS
y=4u2—5u+1 en u=2x—1
zie schermvoorbeeld voor invoer

o T
1
e
—
LTI T BT so L]
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punten, nulpunten, snijpunten en extremen bepalen
B MENU GRAPHY =
B WINDOW verdeling op assen aanpassen zodat de punten in de grafiek te zien zijn
B G-Solv (SHIFT F5) maak een keuze uit
B Y-CAL (F6 en daarna F1) om codrdinaten te bepalen
m naar goede grafiek met cursorpijl a of w
m EXE
m type gewenste x-waarde in
m EXE en de y-waarde wordt op scherm zichtbaar
m X-CAL (F6 en daarna F2) om x-codrdinaat bij een gegeven y-waarde te vinden
® ROOT (F1) om nulpunten te berekenen
m naar goede grafiek met cursorpijl a of w
m EXE geeft gevraagde nulpunt
m meerdere nulpunten met cursorknoppen 4 P worden ook de andere
maxima of minima in het scherm zichtbaar
= MIN (F3), MAX (F2) kies wat berekend moet worden
m naar goede grafiek met cursorpijl a of w
m EXE geeft gevraagde minimum of maximum
m meerdere maxima of minima met de cursorknoppen 4 P worden ook de
andere maxima of minima in het scherm zichtbaar

snijpunten bepalen hiermee los je grafisch vergelijkingen op
B MENU GRAPHY =
B WINDOW verdeling op assen aanpassen zodat de punten in de grafiek te zien zijn
M G-Solv (SHIFT F5)
m ISCT (F5) om codrdinaten te bepalen
® meerdere snijpunten bepalen gebruik de cursorknoppen 4 »
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9.14 functiewaarde, nulpunt, extreme waarde, snijpunt
Gegeven zijn de functies f(x) = 4x*>—2x en g(x) = 5x +2.
Plot de grafieken van y, = 4x> —2x en y, =5x + 2.
Bepaal f(1,8) met behulp van VALUE.
Bepaal het nulpunt van de grafiek van g met behulp van zero.
Bepaal het maximum van de grafiek van f.
Bepaal het meest rechter snijpunt van f en g met behulp van de plot en intersect.
zie plot
MENU GRAPH P
G-SOLV (SHIFT F5) --Itr -
F6 gevolgd door Y-CAL (F1) b o i v imm
EXE
type 1,8 in T ) v
EXE geeft f(1,8) = 19,728 ___I_ -
¢ nulpuntx=-0,4
G-SOLV (SHIFT F5) e ——
ROOT (F1)
ga met cursorpijl a of w naarde juiste grafiek | I
EXE geeft (-0,4, 0) -0'|— -
d maximum is y = 0,54 voor x = —0,41 .
G-SOLV (SHIFT F5)
MAX (F2) _
ga met cursorpijl a of w naarde juiste grafiek .
EXE geeft maximum (—0,41;0,54)) 5 )l"
e snijpuntis (1,44; 9,24)
pas het WINDOW zo aan dat dit snijpunt in de plot te zien is
G-SOLV (SHIFT F5) RS

S ¥ M Q N T Q

ISCT (F5) } “
geeft snijpunt (-1,15; —3,73) -.-I_ .
cursorknop P geeft snijpunt (-0,30; 0,49) b Lo
cursorknop P geeft gevraagde snijpunt (1,44; 9,24)
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vergelijking oplossen
verschillende manieren van vraagstelling
B bereken exacte antwoord, los algebraisch op de grafische rekenmachine mag alleen ter
controle gebruikt worden
m geef exact antwoord eventueel met een wortel of breuk
v3'in het antwoord laten staan, dus niet benaderen
m controleer antwoord
door
m antwoord in te vullen in de vergelijking of
m grafieken te plotten of antwoord te controleren met de tabel van de grafische
rekenmachine
M los op; benader antwoord; bereken; los grafisch op de grafische rekenmachine mag worden
gebruikt om het antwoord te vinden
verschillende mogelijkheden
| los grafisch op gebruik de grafische rekenmachine: voer rechterlid van de vergelijking
bijvoorbeeld in als Y1 en linkerlid als Y2
® MENU GRAPHY =
m WINDOW verdeling op assen aanpassen zodat de snijpunten in het scherm te
zien zijn
m G-Solv (SHIFT F5)
m ISCT (F5) om codrdinaten te bepalen
= meerdere snijpunten bepalen gebruik de cursorknoppen 4 »
m tabel kijk in de grafiek waar het snijpunt ongeveer ligt,
= MENU TABL
m SET of RANG (F5) om startwaarde en stapgrootte (Step of Pitch) van de tabel in
te stellen
m TABLE (F6)) voor het tabel scherm van de ingevoerde functies
m gebruik a w om door tabel te lopen
m bepaal tussen welke twee waarden antwoord ligt
m neem kleinste waarde als nieuwe startwaarde en neem stapgrootte (Pitch of
Step ) kleiner (bv. 0,1), etc.
m solver
m MENU EQUATION EXE (of via menu RUN OPTN CALC [F4] SolvN [F5] de
vergelijking invoeren)
m Select type F3:Solver...
m EXE en vergelijking invoeren
m EXE RCL hiermee kun je functie uit Graph MENU SELECTEREN
m = (shift -) en de rest van de vergelijking invoeren (als er geen = wordt
ingevoerd dan gaat de rekenmachine ervan uit dat er = 0 staat)
m EXE voer evt. bij Lft een waarde links van oplossing in en bij Rst een oplossing
rechts van de oplossing
m SOLVE (F6)
m REPT (F1) gebruiken voor de volgende oplossing, herhaal bovenstaande
stappen
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vergelijking oplossen meerdere manieren

a

U Q N o

Maak een plot van de grafieken van f(x) =x>*—2x+5 en g(x)=2x-5

Kies de assen zo dat het snijpunt en de toppen te zien zijn.

Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van de grafiek.
Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van de tabel.
Bepaal in één decimaal nauwkeurig het snijpunt met behulp van SOLVE.
Voer in Y1=x "3-2x+5 en Y2=2x-5

Pas het WINDOW zo aan dat dit snijpunt in de plot te zien is.
Kies WINDOW bijvoorbeeld [-5,5]x[-20,20]

G-SOLV (SHIFT F5)

ISCT (F5)

snijpunt is (-2,8; —10,5)

In de tabel stapgrootte 1 is te zien dat het snijpunt ligt tussen x=—-3 en x =-2

(tot en met —3 ligt de grafiek van Y1 onder de grafiek van Y2 en vanaf -2 ligt de grafiek van
Y1 boven de grafiek van Y2)

Insluiten: maak een nieuwe tabel met startwaarde —3 en stapgrootte 0,1.

Het snijpunt ligt tussen x=-2,8 en x =-2,7.

Maak een nieuwe tabel met startwaarde —2,8 en stapgrootte 0,01.

Conclusie: snijpunt is afgerond op één decimaal nauwkeurig (—2,8; —10,5).

Met behulp van SOLVE

X*=2x+5=2x-5

- MENU EQUAT EXE

- Select type F3:Solv...

- EXE

- vergelijking invoeren

- EXE RCL hiermee kun je functie uit Graph MENU SELECTEREN
= (shift x) en de rest van de vergelijking invoeren (als er geen = wordt ingevoerd dan gaat
de rekenmachine ervan uit dat er = 0 staat)

- EXE voer evt. bij Lft een waarde links van oplossing in en bij Rst een oplossing rechts van
de oplossing

- SOLVE (F6) geeft x =—2,8
invullen in y = 2x—5=-10,5
conclusie: snijpunt is (-2,8; -10,5)

Met behulp van SolvN

xX’=3x+5=2x-5

MENU RUN, OPTN, CALC [F4] SolvN [F5] vergelijking invoeren geeft:

SolvN(x® —3x + 5 = 2x - 5) geeft x =—2,8

conclusie snijpunt is (-2, 8; —10,5)
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asymptoten
B horizontale asymptoot y = a als de y-waarde naar een vast getal a gaat voor steeds grotere
of juist steeds kleinere negatievere x-waarde
grafiekscherm om asymptoot te vinden
m Y= voer formule in
B V-WINDOW verdeling op assen aanpassen
B MENU GRAPH om asymptoten na te gaan
m TRACE (SHIFT F1) onderzoek of de grafiek horizontaal gaat lopen aan de rechter- of
linkerkant en gebruik TRACE om te kijken bij welke y-waarde (a) dit gebeurt
tabel om asymptoot te vinden
® MENU TABLE tabelgegevens aanpassen (stapgrootte groot nemen, bv. 50)
m TABLE gebruik a w om door tabel te lopen
m onderzoek of y-waarde naar een vaste waarde gaat als x heel groot wordt
(bv. 1000, 2000) of als x heel klein wordt (bv. — 1000, — 2000)
B grafieken met een horizontale asymptooty =a

voorbeelden
ax -7
X+4

m gebroken functies y =

m exponentiéle functies y=0,5-e* " +aq
H grafieken met een verticale asymptoot met vergelijking x = b

voorbeelden
4x-7
x-b
m logaritmische functies als het argument (deel tussen haakjes achter de log) = 0
bv.y=5In(x-b)+4
tabel

m gebroken functies als de noemer (onderkant breuk) =0 bv.y =

m controleer je vermoeden bij de asymptoot geeft de tabel ERROR aan bij Y
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9.16 asymptoten
Bepaal indien van toepassing de horizontale en verticale asymptoten van de volgende
functies.
a h(x)=3+3*

4500
b k(x)=—"—""—"—
W=1130

5x

© m(x) =7 +m

d n(x) =3 +2log(5 - x)
a Zie voor invoer van de formules de plot. Sl

Het domein van his R, dus er is !
geen verticale asymptoot. ' “ -
Zie plot en tabel van Y1

de horizontale asymptoot is y = 3
b Het domeinvan kis R, dus er is geen

. aWT T -
verticale asymptoot. - -
Kies WINDOW groot genoeg T A

.. o wd 1
bijvoorbeeld m.—.—-.—-.-:';* R I

[-20,20]x[-1000,5000]
zie plot en tabel van Y2: er zijn twee horizontale asymptoten namelijk y = 4500 en y = 0
(de y-waarde wordt 1E-27 = 0,00000...)
¢ Het domein van mis x # 4 (tabel geeft hier ERROR), de verticale asymptoot is x = 4
Zie plot en tabel van Y3, in de tabel is te zien dat voor hele grote x de y-waarde naar 2 gaat:
de horizontale asymptoot is y = 2

d Het domein van mis x < 5 (tabel geeft bij x = 5 ERROR), de verticale asymptoot is x = 5
zie plot en tabel van Y4: er is geen horizontale asymptoot.
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afgeleide functie plotten hoofdstuk 5
B SET UP Derivative op On zetten
m uitkomst van dy/dx wordt nu altijd weergegeven in de tabel en in het
grafiekenscherm
B MENU GRAPH Y= voer de formule van de functie in bv. bij Y1
B ga met cursor naar bv. Y2 en voer hier de afgeleide functie in of kies
m OPTN
m CALC
md/dx (F1)
mY (F1) kies dan 1 of ander gewenste nummer van de functie
m ,X) erstaat nuY2=d/dx(Y1,X)
m EXE
m DRAW (F6) en de grafiek van de afgeleide functie worden geplot

raaklijn tekenen
B MENU GRAPH Y= voer de formule van de functie in bv. bij Y1
B GRAPH
m DRAW (F6)
m Sketch (SHIFT F4)
m Tang (F2)
B X=... tik in grafiekscherm getal in van de x-codrdinaat (ga bij de CASIO 9850 met de
cursor naar het gewenste punt en vervolgens EXE)
m EXE
m raaklijn wordt getekend en uitkomst van dy/dx is zichtbaar op het scherm (mits bij
SET UP Derivative op On gezet is)

richtingscoéfficiént van de raaklijn bepalen
I SET UP Derivative op On zetten
m uitkomst van dy/dx wordt nu altijd weergegeven in de tabel en in het
grafiekenscherm

toenamediagram

B Y= voer de formule van de functie in bv. bij Y1

M Y=Y1-Y1(X-a) bepaalt de tabel voor het toenamediagram met stapgrootte a (Y1 invoeren
met behulp van VARS; GRAPH (F4); Y (F1);1)
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9.17 afgeleide functie
Gegeven is de grafiek van g(x) = 3x2 + 5x —%

a Plot de grafiek van de afgeleide functie.
b Benader met behulp van de grafische rekenmachine de raaklijn aan de grafiek van g in x = —2.
In MENU GRAPH functie invoeren Y1=3X?*+5X—3:X
afgeleide functie invoeren Y2 = d/dx(Y1,X) kies
- OPTN
- CALC
- d/dx (F1)
- Y (F1) kies dan nummer van

de functie

- X) er staat nu Y2=d/dx(Y1,X)

- EXE

DRAW (F6) en de grafiek van de afgeleide functie worden geplot
b raaklijny=-6,25x—9

MENU GRAPH

- DRAW (F6)

- Sketch (SHIFT F4)

- Tang (F2)

- X=.. tikin grafiekscherm getal in van de x-codrdinaat

J LI I * pmar

(ga bij de CASIO 9850 met cursor naar gewenste punt en

vervolgens EXE)
- EXE —
Raaklijn wordt getekend en de vergelijking van de raaklijn is .

zichtbaar op het scherm (mits bij SET UP Derivative op On gezet is).
afgerond: y=-6,25x—-9 k- s

9.18 toenamediagram

Gegeven is de functie f(x) = 0,5x* — 2x + 1 op het interval [0,8]

a Bepaal met de grafische rekenmachine de tabel voor het toenamediagram met
stapgrootte Ax =1

b Bepaal met de grafische rekenmachine de tabel voor het toenamediagram met
stapgrootte Ax = 0,5

a MENU TABLE voer in Y1=.5X*-2X+1 en
Y2=Y1-Y1(X—1) met behulp van VARS; GRAPH (F4); Y

b VoerinY3=Y1-Y1(X-5) (stel tabelin op stapgrootte 0,5)
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sommatie
B berekenen van een sommatie
® kies menu RECUR
m voer bij a, = derijin bedenk dat n altijd hele waarden zijn

m TABLE (F6) hier komt somrij ook op scherm als bij SET UP (boven knop MENU) =
Display op On is ingesteld.

Riemannsom is een toepassing van een sommatie zie H6
voorbeeld

benader oppervlakte onder grafiek van de functie

f(x) = sinx op interval [0, ] neem 0,1 als

breedte van de deelintervallen 1r f
M kies menu RECUR // <
M voer bija, =derijin dus *
sin (0,05+0,1n)-0,1 of 0,1-sin /| N\
(0,05+0,1n) bedenk dat n altijd 0 01 02 03

.- tvyp o10203 .. n-0,1 ©
hele waarden zijn

M SET (F5) bedenk dat n altijd hele waarden zijn en x-waarde loopt van 0 tot & met
x=0,05+0,1n dus n =0 tot en met 30 (n = 30 geeft x=0,05+0,1-30 = 3,05)

B TABLE (F6) hier komt somrij ook op scherm als bij SET UP (boven knop MENU) X Display op
On is ingesteld. De oppervlakte wordt ongeveer 2.

Tad L m Wl T - o =m. hial]

[ | . . a

' “a T L
T .| T TR
o oam i3
rodn o

LA T
TN ] > sl

n
exacte oppervlakte is [sin(x)dx = [-cos(x)]% = 2
0
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sommatie

12
a Bereken Y 0,1x>
k=0

12
b Bereken Y (5x - 2)

k=3 1. -,
5 . e
a Y01x>=0,1:0+0,1-12+0,1-2%+..+0,1-122=65 LR o8 o
k=0 LRy o
(zie schermvoorbeelden) Fit s K -:ﬁ'i !

N

b 122:(5x—2)=(5-3—2)+(5-4—2)+...+(5-3—12)=122:(5x—2)—
k=0 k

(5x-2)=364—9 =355
k=3 0

oppervlakte benaderen met Riemannsom
Gegeven is de functie f(x) = -x* + 2x

a Benader de oppervlakte van het gebied onder de grafiek op het interval [0, 2] met behulp van
een Riemannsom, gebruik 0,2 als breedte van de deelintervallen.

b Benader de oppervlakte van het gebied onder de grafiek op het interval [0, 2] met behulp van
een Riemannsom, gebruik 0, 1 als breedte van de deelintervallen.

¢ Schrijf de oppervlakte als integraal

a Stapgrootte is 0,2. Dus de rechthoekjes hebben
een breedte van 0,2 (zie figuur). Als bij het midden
van elk rechthoekje de functiewaarde bepaald
wordt dan wordt er gevraagd naar de som van
£(0,1)x0,2 + £(0,3) -0,2 + £{0,5) X0,2 + ... + f(1,9) -0,2
(ganadatx=0,1+0,2ndus) som=

9
Y (-(0,1+0,2n)?+2(0,1+0,2n)).0,2 = 1,34

S
o

b Stapgrootte is 0,1. Dus de rechthoekjes hebben
een breedte van 0,1 (zie rechter figuur). Als bij Y
het midden van elk rechthoekje de functiewaarde 1+
bepaald wordt dan wordt er gevraagd naar de

som van
£(0,05)- 0,1+ £(0,15)- 0,1 +£(0,25) - 0,1 +... + #i | ih
f(1,95) - 0,1 (ganadatx=0,05+0,1ndus) som = o l'ssf\ X
19

¥ (-(0,05 +0,1n)? +2(0,05 + 0,1n)).0,1 = 1,335
n=0
2
c opperviakte = [(-x?+2x)dx = 1,3333
0
hoe kleiner de stapgrootte hoe beter de benadering van de echte oppervlakte

(de integraal)
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b
integreren [ f(x)dx
a

eerste manier
B GRAPH menu
B Y = ganaar hoofdmenu GRAPH en voer de functieinY = =T

m DRAW plot de grafiek met de juiste vensterinstellingen
(V-Window) - _ﬁ

® G-Solv menu F5 (Graphic Solve-menu) kies [ dx bt " o

m x-waarden met Trace naar linkergrens x = a EXE en
daarna rechtergrens x =b EXE
m betreffende oppervlakte wordt gearceerd en berekend - _ﬁ

Liwat-d (L

tweede manier L maaecen-
M RUN menu basisscherm

m OPTN: kies CALC en daarna de optie | dx

m | (verschijnt op het scherm

® | (f(x), a, b) betekent de integraal van f(x) met grenzen
aenb

m EXE de uitkomst komt op het scherm

B [ (f(x), a, b) betekent de integraal van f(x) met variabele
x en grenzen aen b dus

b
[fx)dx = [ (f(x), a, b)
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9.21 oppervlakte en inhoud benaderen
f(x) =x? en Vis het gebied ingesloten door de grafiek van fen de lijn y = 4x
a Bepaal de opperviakte van gebied V
b V wordt gewenteld om de x-as. Bepaal de inhoud.

a Bepaal de snijpunten (0,0) en (4, 16)

4 4
oppervlakte = [4xdx - [ x%dx =
0 0

. A TH ;
eerste manier : =
grafiekenscherm met behulp van G-Solv: | dx T .

I e . iz Tl
4
J4xdx =32 (let op dat je op de juiste grafiek staat) :
0 b . L E]

4
x?dx = 21,333 :
5 :

conclusie: gevraagde oppervlakte is 32 -21,3333=10,67 .

Liwat-d

s U
tweede manier
4 .
J(4X - XZ)dX =~10,67. Linaat-d
0 L . [1==-411]

Maak een nieuwe functie y = 4x — x* (zie plots bv. met
behulp van VARS)

grafiekenscherm met behulp van G-Solv: | dx

4
J (4x - x?)dx = 10,67
0

conclusie: gevraagde oppervlakte is 10,67

derde manier

4
J(4x = x?)dx = | (4x - x*,0,4) = 10,67 (zie plot)
0

4 4
b inhoud = nf (4x)2dx - ] (x?)" dx =
0 0

bijv. plot y = (4x)% - (x?)? (zie schermafbeeldingen)

4 4 4 ,
[ (@x)%dx - ] (x2) dx = (407 - (¢2)°)dx =
0 0 0

136,5333-1t (zie plots)
conclusie: gevraagde inhoud is 136,5333-1 =~ 428,93

Liwat-d (L]

Ls 0 ioeccol
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parametervoorstelling invoeren zie ook H4 bewegingsformule,

Lissajous, cirkelbeweging BT

B MENU GRAPH DI ke
= T parm e
Xtl = " ':_lln_'r__' B T
L] {Ytl _ Vverschijnt
snelheid zie H4 - o -
B snelheid van P((x(t), y(t)) op tijdstip t . .
m berekenen met v(t) = \/(x'(t))>+ ('(t))* en tinvullen R

M zichtbaar maken op grafische rekenmachine
m SHIFT SET UP kies Draw Type : Plot, dit levert een stippellijn waarbij een grotere
afstand tussen de stippen naar een grotere snelheid verwijst
m met ptch (SHIFT V-Window) stapafstand instellen

helling of richting van de raaklijn .:: I_I:'::-: I. '
M helling berekenen metd—y=)i, [av="0 e
dx X OB caE Mo .
m SHIFT SET UP kies Derivative : On als met SHIFT Trace — -
over de kromme wordt gelopen komt automatisch '-I-_-":" ’ . ..= )
ook de richtingscoéfficiént op het scherm -
m t-waarde invoeren in scherm met Trace (zie b .. bz ¢ .o
schermafbeelding) geeft gevraagde helling -. - N — .
" [
M verticale raaklijn als x'(t)=0 en y'(t)#0 zie bv.9.22d .
® MENU GRAPH P

mTYPEY=
H Y1 = x () hier invoeren
B Y2 = kies OPTN vervolgens CALC en d/dx Y2 =d/dx(Y1,x)
intypen geeft nu de afgeleide functie van x (t)
m SEL intypen als je op Y1 staat maakt Y1 niet actief
in grafiekenscherm

B Y2 =0 oplossen met bv. G-Soly, Root of Solver geeft

gevraagde t-waarde
| t- waarde invullen in x(t)
B horizontale raaklijn als y'(t) =0en x'(t) =0
m voer de functie y(t) in bij Y1 verder hetzelfde als
verticale raaklijn
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parametervoorstelling
x(t) = 2 + 3sin (%ﬂ:(t - %) )
yt)=1+ 2cos<%1t<t - %))

a Benader het snijpunt met de x-as in één decimaal nauwkeurig.

Gegeven is de kromme K te [-3,3]

b Bepaal de hellingen in het snijpunt met de x-as.
¢ Bepaal de vergelijkingen van één van de raaklijnen in het snijpunt met de x-as.
d Bepaal de punten met een verticale raaklijn.

e Bepaal het punt met een horizontale raaklijn.

f Maak de snelheid zichtbaar in de plot.

a y=0dusbenadereersty(t) =1+ 2cos<%n<t = %)) =0 dus
t=-1,833333 of t = 2,166667
(Om deze waarden zonder afronding in de berekeningen te

kunnen gebruiken, ga na bijv. t = 2,166... gevonden te ' .

hebben naar basisscherm, kies ALPHA x, sla daarna

gevonden waarde op bv. met > ALPHA A (zie ook opg 9.2) h o ' - -
m- F111-- -]

om getal op te slaan onder A).

t-waarde invullen bij x(t) geeft x= 2 dus snijpunt is (2,0)
b Kies in grafiekenscherm met de kromme Trace type t-waarde in (bv. met ALPHA A).

t=2,17 geeft helling 0,38 en t = -1,83 geeft helling is —0,38

(zie plot) et T T
¢ Vergelijking van de raaklijn door (2,0) met rcis 0,38 is .
y=0,38x—0,76 L e

F geeorin - i m
d Verticale raaklijn als x'(t) = 0
en y'(t)#0. t=-0,83333....
of t=1,166..
verticale raaklijn in (-1,2) en
(5,2)dusx=-1 en x=5

e

. -l - .-t
[+ .Fecoms: 1= 4 -mida

e Horizontale raaklijn als
y'(t)=0 en x'(t) #0. dus
t=0,166666... in punt (2,3) dus
y=3. (keerpuntals

t=-2,83333.) e
f Inde plotis gekozen voor stapgrootte 0,1. 5 "
1
T, —.a". . . T 1=
. -l - .-t
.n. C- - Fecoec:s: L~ J =1:17148
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Bijlage 1
afrondregels bij het examen wiskunde B

Afronden van tussenantwoorden

a. Als bij een vraag doorgerekend wordt met tussenantwoorden die afgerond zijn, en dit
leidt tot een ander eindantwoord dan wanneer doorgerekend is met niet-afgeronde
tussenantwoorden, wordt bij de betreffende vraag één scorepunt in mindering gebracht.
Tussenantwoorden mogen wel afgerond genoteerd worden.

b. Uitzondering zijn die gevallen waarin door de context wordt bepaald dat tussenantwoorden
moeten worden afgerond.

Afronden van groeifactoren
c. Als een groeifactor wordt gevraagd, geldt voor het eindantwoord: groeifactoren moeten
worden genoteerd in ten minste twee decimalen.
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examenwerkwoorden

Algemeen: tenzij anders aangegeven, is de wijze waarop het antwoord gevonden wordt vrij.

De toevoeging ‘algebraisch’ of ‘exact’ legt beperkingen op aan
de wijze van beantwoorden.

Algebraisch / op
algebraische wijze

Zonder gebruik te maken van specifieke opties van de grafische
rekenmachine; tussenantwoorden en het eindantwoord mogen
benaderd opgeschreven worden.

Exact / op exacte wijze

Zonder gebruik te maken van specifieke opties* van
de grafische rekenmachine; tussenantwoorden en het
eindantwoord mogen niet benaderd opgeschreven worden.

*Als bijvoorbeeld gevraagd wordt de ongelijkheid 5/x<x exact op
te lossen, wordt verwacht dat de gelijkheid 5/x=x exact wordt
opgelost. De tekens in de oplossing van de ongelijkheid hoeven
niet verantwoord te worden.

Aantonen dat, laten zien
dat

Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening
waaruit de juistheid van het gestelde blijkt. Uit de uitwerking
moet blijken welke stappen zijn gezet.

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel
van een of meer voorbeelden niet voldoet

Onderzoeken of

Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening
waaruit de (on)juistheid van het gestelde blijkt. Het antwoord
moet worden afgesloten met een conclusie.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel
van een of meer voorbeelden niet voldoet, tenzij het geven van
een tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt.

Afleiden van bijvoorbeeld
een formule

Het geven van een redenering en/of berekening waaruit de
juistheid van de formule of eenheid volgt. Uit de uitwerking
moet blijken welke stappen zijn gezet.

Tenzij anders aangegeven, geldt dat het gestelde controleren
door middel van een of meer voorbeelden niet voldoet.

Bepalen

Het gevraagde vaststellen en/of uitrekenen.
Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Beredeneren, uitleggen

Het geven van een uitwerking waarin de denkstappen staan,
waaruit het gestelde/gevraagde blijkt.

Berekenen

Het gevraagde uitrekenen.
Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Bewijzen (dat)

Het geven van een redenering en/of exacte berekening waaruit
de juistheid van het gestelde blijkt.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Het gestelde controleren door middel van een of meer
voorbeelden voldoet niet, tenzij het geven van een
tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt

Herleiden (van een
formule)

Een formule stap voor stap herschrijven tot deze in de
gevraagde vorm staat, zonder gebruik te maken van specifieke
opties van de grafische rekenmachine.
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Noemen, (aan)geven wat, | Een eindantwoord geven. Een toelichting is niet vereist tenzij
welke, wanneer, hoeveel anders is aangegeven.

Oplossen Het bepalen van de waarden van een of meer onbekenden die
voldoen aan de gegeven vergelijking of ongelijkheid.
Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Schetsen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de
probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen
bevat.

Tekenen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de

probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen
bevat en voldoende nauwkeurig is.

In het geval van een grafiek moet een assenstelsel met
schaalverdeling zijn weergegeven.
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Bijlage 3
formulekaart voor bij het centraal examen
Goniometrie

sin(t + u) = sin(t) cos(u) + cos(t) sin(u)
cos(t) sin(u)
u) = sin(t) sin(u)

)

u) + sin(t) sin(u

—_ =

sin(t — u) = sin(t) cos(u) -
cos(t + u) = cos(t) cos
cos(t — u) = cos(t) cos

— —

sin(2t) = 2 sin(t) cos(t)
cos(2t) = cosz(t) - sinz(t) = 2c052(t) -1=1- Zsinz(t)







trefwoordenregister

trefwoordenregister

A
abc-formule 14, 26, 28
absolute waarde 39, 46, 118
afbeelding 48
afgeleide 62, 68, 90, 114
afhankelijk 164
afronding 6
afstand 50, 98, 166, 168, 170, 182, 185
- formule 168, 190
- horizontaal 50
- verticaal 50
amplitude 80
asymptoot 18, 38, 182
- horizontaal 38
- scheve 40
- verticaal 38, 40

B
baanlengte parameterkromme 106
baanversnelling 98, 180
bereik 18,26
bewegingsformule 94, 102
bewegingsrichting 180
bijzondere producten 10
bissectrice 160
breuk
- gelijknamig maken 6
- kruislings vermenigvuldigen 8
- vereenvoudigen 6
buigpunt 122
buigraaklijn 122

C
cirkel 96, 158, 170, 186, 188, 190
cirkelbeweging 92, 94
congruent 154
cos(x) 78
cosinusregel 154, 162
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D
deellijn 160
differentiaalquotiént 114
differentiequotiént 114
differentiéren 116, 124
discriminant 26, 190
domein 18, 26
driehoek 154, 156

E
e 58
eenheidscirkel 76
eerstegraads functie of lineaire functie 20
elimineren 24
ellips 96
evenwichtspunt 184
evenwichtsstand 80
evenwijdig 22, 120
examenstand 202, 224
exponentiéle groeifunctie 62
extreme waarde 122

F
F-hoek 154
faseverschil 80
functie
- derde en hogeregraads 34
- exponentiéle 60
- gebroken 38
- goniometrisch 136
- helling 114
- hogeregraads 30
- inverse 48
- logaritmisch 66
- macht 30
- met absolute waarde 46
- wortel 36
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G
gebroken exponent 32
gecombineerde vergelijking 16
gelijkvormig 154
goniometrische formule 78, 82
goniometrische verhouding 76
Grafische rekenmachine CASIO 222
afbeelding 228
afgeleide 236
asymptoot 234
extremen 230
grafiek plotten 226
integreren 240
nulpunten 230
parametervoorstelling 242
raaklijn tekenen 236
richtingscoéfficiént 236
Riemannsom 238
schermcontrast herstellen 222
snijpunten 230
solver 232
vergelijking 232
Grafische rekenmachine Texas
Instruments 200
afgeleide 214
asymptoot 212
extremen 208
integreren 218
grafiek met een parameter
plotten 204
grafiek plotten 204
nulpunten 208
parametervoorstelling 220
raaklijn tekenen 214
richtingscoéfficiént 214
Riemannsom 216
snijpunten 208
snijpunten bepalen 208
solver 210
vergelijking 210
groeifactor 62
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H

halveringstijd 62

helling 100, 120

hoek 22, 166, 176

hoeken tussen lijnen 166

hoofdstelling van de differentiaal- en
integraal rekening 132

hoofdwaarde tabel 76, 156

hoogtelijn 158

|
inhoud 140, 142
inproduct 176
integraal 132
intervalnotatie 20
inverse 68

K
keerpunt 100
kentallen 172
kettingregel 118
kwadraat afsplitsen 12, 26, 28

L
lengte 172
lengteberekening 146
limiet 38

- linker 38

- rechter 38
Lissajous-figuur 96
logaritmen 64
logaritmische functies 66
logaritmische schaal 68
logaritmische vergelijking 64
loodrecht 22, 166, 188

M
maximum 122
meetkunde 154
middelloodlijn 160
middelpuntsvergelijking 186
middenparallel 160
minimum 122
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N
nulpuntenvergelijking 26

(0]
omwentelingslichaam 140, 142, 144, 146
ongelijkheid 24, 28, 32, 34, 36, 44, 64
ontbinden 28
ontbinden in factoren 12, 26
ontbinden van vectoren 174
oppervlakte 104, 138, 147, 156
oppervlakte cirkel 158
oppervlakteregel 157
optimaliseren 122

P
parallel 174
parallellogram 158
parallellogramconstructie 174
parameter 50, 118
parameterkromme 94, 104
parametervoorstelling 176, 186
perforatie 18, 42, 182
periode 80
primitieve 62, 90, 104
primitiveren 134, 136, 148
productregel 118
puntsymmetrisch 38
Pythagoras 106, 154, 162, 172

Q
quotiéntregel 118

R
raaklijn 100, 120, 182, 188, 190
raaklijnstelling 188
raakpunt 120
radiaal 76
raken 120, 125, 188
randpunt 18
rechthoek 158
rekenen met letters 10
rekenregel voor logaritmen 64
rekenregel voor machten 58
richtingscoéfficiént 20
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Riemannsom 130

ruit 158
S
sin(x) 78

sinusoide 80
sinusregel 154, 162
snelheid 98, 106
snijpunt 182, 186
snijpunten van lijnen 24
somformule 82
somregel 116
sprong 42
stelsels van vergelijkingen 164
strijdig 164
substitutie 24
symmetrie 18, 50

- lijn 50

- punt 50

T
tangens 78, 154
Thales 162
topvergelijking 26
transformatie 48, 80, 186
translatie 48, 80
trapezium 158
trilling 92
tweedegraads functie 26

- verschillende schrijfwijzen 26

U

uiterste waarde 100

Vv
vector 172, 174
vectoriéle snelheid 180
vectoriéle versnelling 180
vectorvoorstelling 176
verdubbelingsformules 82
verdubbelingstijd 62
vereenvoudigen van een quotiént 12
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vergelijking 176

- beweging 178, 180, 182

- cirkel 186

- derde en hogeregraads 34

- exponentiéle 58

- gebroken 44

- gecombineerd 16

- goniometrie 84, 86, 88

- kwadratisch 14

- lijn 164

- lineair 14

- met absolute waarde 46

- met breuken 44

- oplossen 14

- raaklijn 120

- tweedegraads 28

-vanlijn 22

- wortel 36
vermenigvuldiging 48
versnelling 106
volgorde van bewerking 6

W
wentelen om de x-as 140
wentelen om de y-as 142
wetenschappelijke notatie 58
wortel

- isoleren 8

- vergelijking 16

y4
Z-hoek 154
zwaartelijn 160, 184
zwaartepunt 146, 184, 185
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