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2 De getallenlijn en andere lineaire ruimten

We spreken over R graag in meetkundige termen. De ordening < van R is een
lineaire ordening. We stellen ons hierbij R voor als een horizontale lijn, de getal-
lenlijn. De reéle getallen zijn dan de punten van deze getallenlijn. Als a<hb, dan
ligt punt a links van punt b op de getallenlijn. Punt x ligt tussen aen b, als a<x<c¢
. Als a<b, dan vormen de punten x uit het interval [a,b] een lijnstuk met begin-
punt a en eindpunt b. De lengte van dit interval is gelijk aan b —a. Etc.

R is niet volledig gekarakteriseerd door het feit dat R een lineair geordend li-
chaam is. We zagen immers dat ook Q een lineair geordend lichaam is. @ is een
deellichaam van R, maar Q valt niet samen met R . Omdat we in dit hoofdstuk
met een ordening steeds een lineaire ordening bedoelen laten we de toevoeging 'li-
neair' in het volgende weg.

Voorbeeld. We gaan na dat /2 ¢ Q. Stel ~/2 =m/n ofwel m? =2n?, waarin m en
n positieve natuurlijke getallen zijn. We mogen veronderstellen dat m en n niet alle-
bei even zijn [deel anders teller en noemer net zo vaak door 2 tot een van beide
even en de andere oneven is]. Uit m? =2n? volgt dat m® en dus ook m even is.
Dan zijn n en ook n? oneven. We kunnen in m? = 2n? beide kanten delen door 2.
Dat geeft m-m’=n?, met m=2m’. Maar dan is het linkerlid van m-m’ =n? even,
terwijl het rechterlid oneven is. Dat is onmogelijk, want beide leden van de verge-
lijking stellen hetzelfde getal voor. De veronderstelling dat J2 € Q leidt tot een te-
genspraak en is dus niet waar.

Er is nog een belangrijke reden waarom Q niet alle reéle getallen kan bevatten,
Immers Q is een aftelbare verzameling en R is niet aftelbaar [zie paragraaf 1.18].

In dit hoofdstuk gaan we op zoek naar de specifieke kenmerken van de reéle getal-
len. We zullen zien dat het verschil gemaakt wordt door de in 2.2.1 genoemde in-
tervallennesteigenschap.

Wanneer we het hier over functies hebben, dan veronderstellen we meestal stilzwij-
gend dat het gaat om functies waarvan het domein en bereik bestaat uit reéle getal-
len. Zulke functies noemen we R-R -functies.

Definitie. Een functie f:D—>R met AcD heet stijgend op A, wanneer
x<y= f(x)< f(y) voor iedere x,ye A. Functie f heet stijgend zonder meer,
als f stijgend is op zijn domein D. 'Stijgend’ wordt hier in zwakke zin gebruikt en
betekent eigenlijk 'stijgend of gelijkblijvend’. Als x <y = f(x) < f(y) voor iedere
X,y € A, dan noemen we f strikt stijgend op A. Als x<y= f(x)> f(y) voor
X,y € A, dan heet 'f dalend op A’ en strikt dalend, als x <y = f(x)> f(y). Stij-
gende en dalende functies vormen samen de monotone functies.



Een strikt monotone functie is 1-1. Als f : D — R strikt stijgend (strikt dalend) is
en f(D)=E,danisf omkeerbaar enis ook f*:E — D strikt stijgend (resp.
strikt dalend).

Een functie f:D — R heet constant op Ac D, wanneer er een ceR is zo dat
f(x) =c voor iedere x e A. Als f constant is op A, dan is f monotoon op A.

2.1 Archimedische ordening. Een bekende eigenschap van de ordening op R is:

2.1.1 R is archimedisch geordend. Bij iedere x e R bestaat precies één geheel ge-
tal k € Z zo dat k < x <k +1. Dit getal k is het grootste gehele getal < x en wordt
de entier van x genoemd.

De entier van x wordt soms genoteerd als [x]. Merk op dat 2.1.1 ook nog geldt,
wanneer we hierin R vervangen door Q.

Opgave. Als a>0 en xeR, dan is er precies én k e Z zodat ka<x<(k+1a.
De 'multiplicatieve versie' luidt: Als a>1 en xeR*, dan is er precies één k € Z
zodat a¥ < x <a**!. Bewijs dit laatste met behulp van de ongelijkheid van Bernoul-
li. [Zie het voorbeeld na 1.13.3. Schrijfaals 1+ p. Dan a" = (1+ p)" >1+np voor
neN* ]

2.1.2 Bijiedere ¢ >0 isereen ne N* zo dat 0<i<i<l<g.
10" 2" n

Opmerking. Het is in de wiskunde gebruikelijk om de Griekse letter & [epsilon, niet
te verwarren met ] als variabele voor een positief reéel getal te nemen. Meestal
hebben we bij epsilon een 'klein' positief getal in gedachten.

Bewijs . Bij ¢ >0 isereen ne N zodat 0< 1 <n<2"<10" en ditis gelijkwaar-
&

dig met o<i<i<l<3_
10" 2" n

1 1 1 1 1 1 . .
Als 0<—<—<=<¢g,dan ook 0 <—— <— <— < ¢ voor ieder natuurlijk
0" 2" n 0" 2™ m
getal m>n.We drukken dit ook uit door te zeggen dat 1 Zi” en % naar O con-
n
vergeren, als n onbegrensd toeneemt. Notatie 1 — 0,alsn— o ofwel 0isde li-
n
miet of grenswaarde van de rij 1, % % % .... We schrijven dit ook als  lim 1 0.

n—wo N

Evenzo lim i:0 en lim i:0.
n—sw 2N n—wo 10"




Definitie. Is a;,a,,a;,... een oneindige rij en V een verzameling, dan zeggen we dat
de rij a;,a,,a;,... bijna geheel in V ligt of dat a, €V voor bijna alle indices n, als
dit voor hooguit een eindig aantal indices niet het geval is.

‘Bijna alle' krijgt door deze definitie de exacte betekenis van 'met hooguit een eindig
aantal uitzonderingen'. Analoog zeggen we bijv. ook 'a, >0 voor bijna alle indices

n.

2.1.4 Definitie. Een rij reéle getallen a;,a,,a,,... heet een nulrij, wanneer voor ie-
dere ¢ >0 geldt: |a,|< & voor bijna iedere index n. Als a,,a,,as,... een nulrij is,
dan noteren we dit als lim,__a, =0 en zeggen dat de rij naar O convergeert.
Verder stellen we lim,_, a, =c, als lim (a, —¢) =0, en zeggen dan dat de rij
a,a,,35,... Naar c convergeert. Is dat het geval dan wordt het getal ¢ de limiet of
grenswaarde van de rij a;,a,,as,... genoemd.

nN—oo

Opmerking. Om typografische redenen schrijven we soms lim,_,_ a,=c i.p.v.
lim a, =c . Dit wordt ook genoteerd als *a, — ¢, als n— oo ’. Zonder de limiet te

nN—o0

specificeren noemen we de rij a;,a,,a;,... convergent, wanneer lim a, bestaat.

n—o0

Tussen twee verschillende reéle getallen ligt altijd een rationaal getal (en dus on-
eindig veel rationale getallen):

215Als x,yeR,x<y,danisereen qeQ zodat x<q<y.

Bewijs. Stel x,yeR,x<y,dan y—x>0 enisereen neN zo dat y—x>£>0.
n

Ganadater dan een k € Z is zo dat E§x<£<y.
n n

Opmerking. Op dezelfde manier tonen we aan dat er tussen twee verschillende reéle

getallen altijd een getal ZL” ligt, met k e Z,ne N (of een getal %).

Ook geldt:

2.1.6 Tussen twee reéle getallen ligt altijd een irrationaal getal.

Bewijs. Stel x,y e R, x<y . Danisereen qe@Q zo dat x—\/§<q<y—\/§ en dus

X <q++/2 <y. Hierin q++/2 ¢ Q. [Anders zou 0ok /2 =(q++/2)—q tot Q be-
horen.]




leder reéel getal x kunnen we insluiten tussen twee rijen rationale getallen die beide
naar x convergeren. Stel a, =[x] (de entier van x) en b, =a, +1. Dan a, < x<b,
en —(a0 +by) € Q is het midden van het interval [a,,b,]. Het getal x ligt dan in het
interval [a,,%(a; +by)] of in het interval [$(a,+by),by] of x=2(a;+by) en
dan ligt x in beide intervallen. We kiezen van de intervallen [ao,%(aO +by)] en
[%(aO +by), by] een interval waarin x ligt en schrijven dit als [a;,b;]. Op deze ma-
nier gaan we door. Het midden van het interval [a;,b,] is %(al+bl) en x ligt in
minstens één van de intervallen [a),5(a, +1;)] en [3(a +1;), b]. Kies zo'n inter-
val als [a,,b,]. Merk op dat a, en b, weer tot Q behoren. Vervolgens verdelen
we het interval [a,,b,]weer in twee gelijke helften en kiezen als (az,b;) een helft
waarin x ligt. Etc., etc. We krijgen op deze manier twee oneindige rijen rationale
getallen a,,a,a,,a;,... en by,b,b,,b,,... zo dat

waarbij
b-a=30-a)=2%b-a,=1(0-a)=1, .0 -a,=1/2",.
Het verschil b, —a, =1/2" convergeert naar 0, aIs n de natuurlljke getallen door-

loopt en dus convergeren ook de verschillen x—a, en b, —x naar 0, als n de na-
tuurlijke getallen doorloopt, m.a.w. lim a,=lim,_, b, =x.

n—oo0 =N

Eenrijals a;,a,a,,a85,... met ay<a <a, <ag<--- iseen stijgende rij. Wanneer
a, <& <a,<ag<--- dan spreken we van een strikt stijgende rij. De rij
ay,8,8,,3,,... hierboven convergeert stijgend naar X, maar niet noodzakelijk strikt
stijgend. De rij by,b;,b,,b;,... convergeert dalend naar x, maar niet noodzakelijk
strikt dalend.

Samenvattend:

2.1.7 Bij iedere x € R bestaat een k € Z en rijen rationale getallen a;,a,,a,,a;, ...
en by,b;,b,,bs,... zo dat

waarbij de rij ay,&,a,,as,... stijgend naar x convergeert en de rij by,b;,b,,bs,...
dalend naar x convergeert.

Een waarschuwing is hier op zijn plaats: hierboven is niet aangetoond dat er bij
twee oneindige rijen rationale getallen a,,a;,a,,a3,... en by,b,b,,bs,... zo dat
ay=k<ag<a,<az< - <by<b,<b <b;=k+1, voor zekere keZ, steeds
een getal x e R bestaat zo dat

We gingen namelijk uit van het bestaan van x.




2.2 Intervallennest.

Als [ay,by]1 o [a,0]1>[a,,b,] >+, dan vormen deze intervallen een intervallen-
nest. Is dat het geval, dan is a,,a,a,,a;,... een stijgende rij en by,b;,b,,b,,... een
dalende rij reéle getallen. Bovendien geldt a, <b, voor ne N. De intervallennest-
eigenschap zegt dat er een xR is dat tot al deze intervallen behoort, m.a.w.
ﬂneN[an,bn];t@. Als b, —a, — 0 voor n— oo, dan bevat ﬂnEN[an'bn] precies
één xeR.

Belangrijk is wel dat het bij een intervallennest om gesloten intervallen gaat. Het
intervallennest (0,1]15(0,3]>(0,3]1>---2(0,£]<--- van halfopen intervallen
heeft bijv. een lege doorsnede. We veronderstellen in de notatie [a,b] altijd stil-
zwijgend dat a<b, dus [a,b]# D .

2.2.1 Intervallennesteigenschap:
Als ay,a,,a,,...en by,b,,b,,... rijen rationale getallen zijn zo dat

[ag.bp] 2 [31, b ] o [3,0,] 2,

dan iser een getal x e R dat tot alle intervallen [a,,b,] met ne N behoort. Er is
precies één zo'n getal x, als b, —a, — 0 voor n— o . De lengte van de intervallen
[a,,b,] convergeert dan naar O.

Deze ordeningseigenschap van de reéle getallen nemen we zonder bewijs aan en
beschouwen we als onderdeel van de definitie van de reéle getallen. Het is de inter-
vallennesteigenschap die R onderscheid van Q. Het in 2.2.1 genoemde getal x
hoeft niet rationaal te zijn, ook al zijn de intervalgrenzen
ay,8,3,,... €N by,b,b,,... zelf allemaal rationaal. Met behulp van 2.2.1 kunnen
we bewijzen dat er irrationale getallen bestaan, d.w.z. reéle getallen, die niet tot Q
behoren. Dit blijkt bijv. uit het feit dat de intervallennesteigenschap het bestaan van
J2 garandeert (zie verderop).

Met behulp van de intervallennesteigenschap kunnen we aantonen:

2.2.2 ledere oneindige decimale breuk a,,d,d,d;... , met a; € N en decimalen
dy,d,,ds,... uit {0,...,9}, representeert precies eén reéel getal x >0.

Bewijs. Stel

d, d d
a. =a,,dd,d...d. =a) +—+—2 ..o+
n 0 ¥1¥2¥3 n 0 10 10 lOn
Met a, eN en d;,d,,d;,... uit {0,...,.9} is a, € Q. Stel verder b, =a, +1/10".
Het intervallennest [a,,b,] > [a;,b ] > [a,,b,] > -+ bepaalt dan precies één getal
x>0, want b, —a, =1/10" — 0 als n — o . We schrijven dan x =a,,d,d,d,...,
waarmee we bedoelen dat x =lim,_,, a,. Merk op dat ook x=Iim_ b, .

n—oo n—oo




